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Préface

Les promesses de la technologie
" L'ambulance dévalait l'autoroute transportant Mr Rosnes Avon à l'hôpital. Les feux

clignotants illuminaient la nuit obscure et la sirène mettaient en garde les quelques conduc-
teurs qui osaient braver le temps glacial. Quelques minutes auparavant, Mme Avon, la voix
tremblante, de chez elle, plaçait un appel téléphonique d'urgence. Son mari se plaignait de
palpitations au coeur et d'être à court d'haleine. Elle était à présent assise à côté de lui,
à l'arrière de l'ambulance et tenait la main de son mari, dans le silence mais ses yeux ne
pouvaient pas dissimuler son inquiétude et sa crainte. L'in�rmière présente dans l'ambu-
lance plaça sur le bras gauche du patient, un petit dispositif moderne, relié par un câble à un
a�chage digital qui présentait les oscillations cardiaques irrégulières. Un signal d'avertis-
sement clignotait dans le coin supérieur droit de l'écran, à côté de la lecture d'hypotension.
D'un geste sûr et automatique, re�étant de nombreuses années d'expérience, l'in�rmière
enleva une pièce rapportée adhésive d'un sachet en plastique et l'attacha au bras droit de
Mr Avon. L'étiquette sur l'emballage plastic indiquait � micro-aiguilles stériles �. Alors de
sa main droite, l'in�rmière inséra dans la pièce rapportée un tube en plastique étroit tandis
que les doigts de sa main gauche pianotaient magiquement sur les touches d'un clavier
horizontal d'un instrument électronique. Elle introduisit le dosage approprié d'un nouveau
médicament appelé Nocilis. Après quelques minutes, l'a�chage présentait des pulsations
cardiaques recouvrées et l'indicateur de tension artérielle se trouva dans le vert-foncé de
l'écran. L'in�rmière regarda avec un sourire Mme Avon, qui lui communiqua sa reconnais-
sance d'un profond soupir de soulagement. Sur son lit d'hôpital, le lendemain matin, Mr
Avon récupérait lentement des événements troublants de la nuit précédente. Il savait que
ses jeunes années étaient derrière lui mais la nouvelle de son médecin, de devoir porter
un pacemaker, l'angoissait. Avec un crayon électronique à la main, il enregistrait ses pen-
sées et ses sentiments sur ce qui semblait être un bloc-note synthétique. Le stylo identi�ait
l'allure de son écriture et la traduisait en texte sur son ordinateur portable se trouvant
sur le bureau près de la fenêtre. Il dessina un croquis du stimulateur que le Dr. Harte lui
avait montré le matin ; l'ordinateur stocka une image de son instrument sauveteur. Un
petit dispositif à peine de la taille d'un dollar en argent, demeurerait pour toujours dans sa
poitrine et prendrait la commande de son rythme cardiaque. Mais un léger sourire apparut
sur les lèvres de Mr Avon, quand il se souvint des paroles du médecin, lui disant que le
stimulateur surveillerait son niveau d'activité physique et ajusterait sa fréquence cardiaque
en conséquence. Il pourrait à nouveau jouer au tennis, après tout. Avec sa télécommande,
il mit en marche le projecteur de télévision sur écran et retomba peu à peu dans un léger
sommeil.
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Préface vi

Cette courte histoire �ctive illustre comment la technologie peut pénétrer notre vie quo-
tidienne, de tant de manières di�érentes. Dans cette histoire, le rôle des systèmes miniatures
n'est àpriori, pas évident parce qu'ils sont profondément intégrés dans les applications qu'ils
permettent. Les circonstances de cette histoire font appel à de tels dispositifs à de nom-
breuses occasions diverses. La sonde miniature de mesure du taux de lacet, intégrée dans
le système de stabilité du véhicule permet d'assurer que l'ambulance ne dérape sur la route
verglacée. En cas d'accident, le capteur d'accélération de choc garantit que les airbags
se déploient juste à temps pour protéger les passagers. La sonde de pression absolue, en
silicium, placée dans le compartiment moteur, aide l'unité de commande électronique du
moteur, à dé�nir en altitude plus élevée, les bonnes proportions du mélange d'air et de
carburant. Pendant que le véhicule circulait en sécurité, la technologie de pointe à l'arrière
de l'ambulance sauva aussi la vie de Mr Avon. La sonde moderne de tension artérielle
attachée sur son bras permit à l'in�rmière de surveiller la tension artérielle et le rythme
cardiaque. Les micro-aiguilles dans la pièce adhésive ont assuré la livraison immédiate du
médicament aux petits vaisseaux sanguins sous-cutanés, alors qu'une vanne électronique
miniature garantissait le dosage correct. Le jour suivant, alors que le patient étendu dans
son lit, écrivait ses pensées dans son journal intime, le micro-accéléromètre inséré dans le
stylo électronique identi�ait les mouvements de sa main et traduisait son écriture en texte.
Un autre petit accéléromètre incorporé dans son stimulateur cardiaque lui permettrait à
l'avenir de jouer au tennis. Il pouvait également écrire et dessiner à volonté parce que
la capacité de stockage de son unité de disque était énorme, grâce aux têtes de lecture
et d'écriture miniatures. En�n, pendant que le patient allait s'endormir, une matrice de
micro-miroirs projetaient une douce image, haute dé�nition, de télévision sur un écran
suspendu. Plusieurs des dispositifs miniatures énumérés dans cette histoire, en particulier
les micro-capteurs de pression et d'accélération, et l'a�chage de micro-miroirs, existent
déjà en tant que produits commerciaux. Les e�orts continus réalisés dans beaucoup d'en-
treprises et de laboratoires, partout dans le monde entier, promettent de fournir, dans un
avenir pas trop éloigné, de nouveaux composants et micro-systèmes sophistiqués. Il n'est
donc pas étonnant que tout le monde soit convaincu de l'envergure immense du marché
potentiel.

Référence : [11]
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Introduction

Comme nous l'avons remarqué dans la préface, les applications des micro-systèmes sont
multiples, et leur importance dans la vie courante s'accroît de jour en jour. L'objectif de
ce travail est d'apporter une in�me contribution à cette nouvelle technologie que sont les
MEMS, principalement du point de vue de la programmation, qui devrait permettre in
�ne le design de certains micro-systèmes, mais aussi en soulignant l'importance capitale
des MEMS pour notre avenir. Ce travail se divise en deux parties : la première, présentée
à titre informatif, résume les di�érentes méthodes de fabrication ainsi que les principales
applications des MEMS. La seconde est consacrée au travail e�ectué cette année dans le
but d'implémenter des éléments de couplage électro-mécanique dans le logiciel Oofelie. Il
est clair que la taille microscopique de ces machines entraîne une forte dépendance entre
l'étude design et les méthodes de fabrication.

Ce rapport est composé de cinq chapitres que nous allons présenter brièvement.
Le premier chapitre reprend les di�érentes méthodes de fabrication des MEMS. Au vu

de la dimension de ces machines, il est compréhensible que des méthodes de fabrication
particulières aient dû être mises en oeuvre. Elles sont en partie basées sur les connaissances
acquises dans la micro-électronique. C'est pour cette raison que le matériau initial dans
lequel étaient fabriqués les MEMS est le silicium. Au �l du temps, d'autres matériaux
ont montré de meilleures propriétés, et de nouvelles méthodes de fabrication particulières
aux MEMS ont été mises au point. Le seconde di�érence avec la micro-électronique est
que les micro-machines ne se résument plus à une série de couches superposées. Dans les
composants mécaniques, la troisième dimension joue un rôle important. Des procédures de
gravure particulière sont donc nécessaires.

Le deuxième chapitre est consacré aux applications des MEMS dans les di�érents do-
maines industriels. Les secteurs intéressés par les avantages de ces micro-machines, légères
et complexes à la fois, sont nombreux. La préface nous a déjà présenté les révolutions ap-
portées par les MEMS dans le domaine médical. Le secteur automobile y a aussi trouvé
ses intérêts, par exemple, dans la création d'airbags moins coûteux et donc, à la portée
de tous. Le domaine spatial, dans lequel chaque gramme super�u coûte des millions, va
trouver un nombre incroyable d'applications pour ces micro-machines. Elles se retrouvent
également dans les laboratoires sous la forme de capteurs de pression ou d'accélération
permettant ainsi de prendre des mesures sans perturber l'environnement. Sans parler du
milieu informatique, dans lequel elles participent activement. Un autre secteur moins glo-
rieux s'intéresse aussi à ces micro-machines. Il s'agit du domaine militaire où les recherches
sur les MEMS sont assez bien �nancées, ce qui permet à des �savants fous� de créer des
micro-hélicoptères de la taille d'un pouce. Ces micro-systèmes occupent donc une place de
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Introduction 2

plus en plus importante dans les marchés actuels.
Le troisième chapitre aborde l'aspect simulation de ces micro-systèmes. Vu le nombre

d'applications possibles pour ces petites machines, il est clair qu'une seule étude ne peut
couvrir tous les types de phénomènes physiques apparaissant dans les MEMS. Mon travail
se limitera donc à un seul type de couplage : le couplage entre le champ électromagnétique
et la structure dans le cas de MEMS de la forme d'un condensateur. La première démarche
consiste à dé�nir quelles simpli�cations pourraient apparaître dans les équations de base
et à con�rmer l'hypothèse électrostatique habituellement utilisée pour ce type de MEMS.
Le seconde partie de ce chapitre est consacrée à l'établissement des équations piézoélec-
triques. Ce phénomène est aussi un couplage électro-mécanique, mais à l'intérieur même
du matériau.

Le quatrième chapitre présente l'étude d'un problème de référence : une condensateur
circulaire retenu par un ressort. Tout d'abord, à l'aide du logiciel Getdp, un ordre de
grandeur des in�uences magnétiques et électro-dynamiques est donné, con�rmant encore
l'hypothèse électrostatique dans le cas de ce problème de référence. Un calcul analytique
négligeant les e�ets de bord peut alors être e�ectué selon ces hypothèses. Il permettra la
véri�cation des résultats numériques. Nous constaterons que la force électrique introduit
de la non linéarité dans les équations mécaniques. Une zone d'instabilité apparaît lorsque
la force de rappel du ressort ne compense plus la force électrique. Les deux plaques se
collent alors l'une à l'autre et il y a court-circuit. La force électrique introduit aussi une
diminution des fréquences propres de la structure.

La modélisation par éléments �nis de ce couplage non-linéaire est présentée au chapitre
cinq. Il commence par une présentation sommaire des deux logiciels utilisés (Getdp et Oofe-
lie). Ensuite, la méthode des éléments �nis est utilisée pour étudier les équations électriques
et le couplage électro-mécanique. L'implémentation de nouveaux �éléments� électriques et
électro-mécaniques est alors e�ectuée dans Oofelie pour le cas à une dimension. Les ré-
sultats du problème de référence correspondent bien avec la solution analytique. Nous
envisageons en�n l'implémentation à trois dimensions et à deux dimensions sous les hypo-
thèses axisymétriques. Pour obtenir un champ électrique le plus correct possible, quelques
changements ont dû être e�ectués sur les fonctions de forme des prismes dans le cas à trois
dimensions. Lorsque le problème est traité sous les hypothèses axisymétriques, les éléments
subissent une transformation pour supprimer l'in�uence des parois simulant le potentiel à
l'in�ni. Les résultats obtenus représentent alors mieux la réalité.



Chapitre 1

Méthodes de fabrication

1.1 Introduction

1.1.1 Les outils de départ

Au départ, l'industriel des micromachines a conçu ses systèmes de manière à pouvoir
utiliser autant que possible, les lignes de production déjà existantes en micro-électronique.
Le but était de tester rapidement la faisabilité de leurs concepts et ensuite, de rendre les
coûts et délais aussi attractifs que possible. Cela a permis et permet toujours de tirer avan-
tage des investissements passés. Cette approche a été un stimulant pour la réalisation des
MEMS d'autant qu'on peut souvent se contenter d'outils plus anciens, réduisant les coûts
de démarrage des MEMS, permettant parfois à des laboratoires ou à des universités, à
produire des MEMS. En�n, il est clair que les technologies micro-électroniques, basées sur
la lithographie sont la clé du développement des MEMS �bon marché�, mais cette approche
favorise, dans une première étape, le développement de certains types de micromachines,
utilisant certains matériaux, au détriment d'autres, remis à plus tard, parce que les inves-
tissements demandés pour de nouveaux outils de productions sont très élevés. Ceci explique
pourquoi les premières micro-machines sont fabriquées à partir du silicium, qui est le ma-
tériau de base de la micro-électronique. Dans ce cas, on utilise des séquences de dépôts
de couches, d'ablations, de gravure chimique, de masquage comme en micro-électronique.
L'avantage est aussi que l'on peut dessiner le même motif de nombreuses fois sur la même
plaquette de silicium. Ces techniques sont limitées aux cas où les MEMS peuvent rester soli-
daires d'un substrat en silicium. Les applications sont cependant su�samment nombreuses,
pour garder un attrait important à ces techniques.

1.1.2 Les avantages du groupe Si

Le silicium est un matériau merveilleux dont les propriétés justi�ent son utilisation
préférentielle. D'abord, c'est le matériau par excellence des circuits intégrés, ce qui permet
d'utiliser les procédés de production des circuits intégrés. Il est disponible sous une forme
très pure ("neuf neufs" : pureté 99.999999999% ). Ses propriétés sont très bien connues.
Il peut intégrer l'électronique. Il a des propriétés exceptionnelles : très résistant (limite
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Chapitre 1. Méthodes de fabrication 4

élastique de 7 109 N=m2 à comparer au 4.2 109 N=m2 de l'acier), très léger (densité = 2.3
g=cm3 à comparer aux 7.9 g=cm3 de l'acier) ; il est semi-conducteur (sa résistivité varie de
0.5W cm (dopé) à 230 kW cm). Il est bon conducteur thermique. Il est cependant fragile ce
qui conduit à certaines précautions dans la fabrication des MEMS. Il n'est pas optiquement
actif : l'émission de lumière est di�cile à réaliser. Le silicium est seulement e�cace dans la
détection de lumière.

Fig. 1.1: Réseau cristallin du Silicium

Dans les applications, le silicium se retrouve sous trois formes : il peut être monocristal-
lin, polycristallin (communément appelé polysilicium) et amorphe. Les états polycristallin
et amorphe sont généralement déposés en �nes couches inférieures à 5 �m. Leurs propriétés
voisines de celles de monocristal, dépendent cependant de la méthode de dépôt. C'est le
cas principalement pour les contraintes mécaniques résiduelles, qui peuvent être élevées
(des centaines de MPa), si on ne fait pas un traitement de recuit à haute température
(>900ÆC). Les substrats cristallins sont disponibles sous forme de galettes circulaires de
100 mm de diamètre (525 �m d'épaisseur) ou de 150 mm de diamètre (650 �m d'épais-
seur). Des plus grands diamètres (200 ou 300 mm) ne sont pas encore économiquement
justi�és pour les MEMS. Le réseau cristallin du Si est cubique et les galettes disponibles
sont de types f1; 0; 0g et f1; 1; 1g, dopés n ou p. Le type dé�nit le plan cristallin de la face
plane de la galette de Si.

1.1.3 Besoins nouveaux dans les MEMS

Cependant ces procédés intéressants des circuits intégrés ne permettent pas de réali-
ser tous les besoins des MEMS comme : des forces plus élevées, une meilleure stabilité
à un environnement plus rude ou à plus haute température, des structures robustes, à
facteurs d'aspect plus élevés. Ces nouvelles exigences conduiront inévitablement à l'utilisa-
tion de matériaux nouveaux et étendront le domaine des MEMS au-delà des frontières du
monde des circuits intégrés. Ce cas se présente par exemple, pour la réalisation de micro-
engrenages. En e�et, dans ce cas, l'engrenage doit pouvoir être détaché de la plaquette de
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Fig. 1.2: Structure du cristal

départ. Dès lors, des procédés spéci�ques doivent être mis au point. Sans doute est-ce là
une des raisons pour lesquelles les micro-moteurs ne sont pas encore très développés. Les
matériaux non usuels (autres que Si, SiC, SiN, Al, Au, Ti, Ag, Cr, Cu, Ni, ...) dans le monde
des microcircuits intégrés et utiles aux MEMS, comprennent des matériaux magnétiques,
piezoélectriques, ferromagnétiques, photostrictifs, à mémoire de forme,...

Ainsi, des micro-engrenages en diamant ont été réalisés par une technique di�érente. Le
diamant possède de nombreuses propriétés physiques et chimiques intéressantes. D'abord,
c'est le matériau le plus dur connu. Ensuite, son coe�cient de friction est très bas, ce
qui en fait un matériau de choix lorsqu'il s'agit d'éviter les frottements. Chimiquement,
le diamant est inerte et totalement bio-compatible. Il est donc un matériau de choix pour
les applications médicales. Mais, revers de la médaille, des cristaux de diamant de la taille
des plaquettes de silicium ne sont pas réalisables. D'où la nécessité de mettre au point
des procédés et appareillages spéci�ques. Par exemple, pour obtenir un micro-engrenage,
on est parti d'un petit cristal de diamant, qui a d'abord été bombardé par des ions de
haute énergie. Ceux-ci arrêtés derrière la surface, laissent intacte la zone de surface, mais
endommagent fortement les couches un peu plus profondes. Ils les transforment en gra-
phite. La structure est alors déplacée et la surface est découpée grâce à un faisceau laser
ultraviolet. Celui-ci passe d'abord à travers un masque, avant d'être concentré par un sys-
tème de lentilles sur la surface de diamant. Il reste alors à détacher le micro-engrenage du
substrat. Pour cela, on utilise le fait que le graphite (sous le diamant) réagit chimiquement
avec l'oxygène. L'échantillon est placé dans un four, porté à haute température (plus de
550ÆC). Il ne reste plus qu'à récupérer le micro-engrenage. Quant au cristal de diamant, à
part une légère couche, il est gardé intact. La séquence peut recommencer. Des procédés ont
aussi été mis au point avec du silicium, permettant de réaliser des micromoteurs et autres
pièces mobiles. Des exigences similaires devraient exister pour les applications en optique,
en biologie, en contrôle des processus chimiques, les applications à hautes températures et
d'autres environnements hostiles.
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1.1.4 Di�érences entre la microélectronique et les micromachines

S'il y a des points communs entre les secteurs de la micro-électronique et celui des
micromachines, il y a aussi des di�érences notables.

� Ainsi, les structures des MEMS sont moins �planaires� que les circuits de la micro-
électronique. Il y a des reliefs. Ce que l'on appelle l'�aspect ratio� c'est-à-dire le
rapport entre la profondeur et la largeur des trous, peut être très di�érent de la
microélectronique. D'où des techniques éventuellement nouvelles. Dans le monde des
circuits intégrés, les matériaux nouveaux sont typiquement incorporés sous forme de
couches minces qui sont produites par un nombre limité de procédés (CVD, basse
pression et �sputtering�). La majorité des métaux, soit ne présentent pas les propriétés
mécaniques optimales requises lorsqu'ils sont déposés en couches minces, soit sont
di�ciles à déposer par les procédés de la micro-électronique ou sont incompatibles
avec ces mêmes procédés. Pour les MEMS, ces matériaux spéciaux sont soit déposés
dans une étape préliminaire aux procédés �conventionnels� de la micro-électronique,
soit déposés en �nal. Les matériaux incompatibles avec les procédés de la micro-
électronique doivent être manipulés dans des fonderies dédicacées.

� Dans le domaine de la micro-électronique, les propriétés des matériaux (Si et ma-
tériaux connexes) et leur changement de comportement avec la taille ont été abon-
damment étudiés mais il n'existe pas encore de connaissances comparables pour les
matériaux et propriétés requis par les MEMS. Ainsi, si les propriétés électriques
du polysilicium sont bien connues, il n'en va pas de même pour les propriétés micro-
mécaniques, pour des détails spéci�ques comme la �abilité long terme du polysilicium,
sous contraintes mécaniques ou encore la mécanique de surface comme le frottement,
l'usure et la rupture. Un manque de connaissances fondamentales existe aussi pour
les autres matériaux en couches minces de la micro-électronique, lorsque soumis à
des contraintes mécaniques. Il en va de même pour les propriétés typiques utiles aux
MEMS (comme module de Young E, limite de fatigue, contrainte résiduelle, friction
interne, �abilité long terme, frottement, usure). Ces propriétés dépendent fortement
des processus de fabrication, des traitements thermo-chimiques, des lois d'échelle,
de la température, de l'environnement opérationnel (vide, gazeux ou liquide), de la
taille des matériaux utilisés en micro-électronique comme nitrure de Si, dioxyde de
Si, métaux en couches minces, silicium amorphe, silicium poreux, ... Ainsi des études
des e�ets de tailles à des tailles, comparables aux grains du polycristal doivent encore
être e�ectuées. Ces études demandent des investissements stratégiques.

� La taille des MEMS est aussi di�érente de la micro-électronique. La dimension totale
d'un MEMS peut dépasser 100 �m (par exemple, un micro-engrenage) pour environ
1�m en micro-électronique. Il faut donc combiner des techniques compatibles avec des
circuits électroniques �anciens� avec des techniques récentes en utilisant une gamme
de matériaux plus étendue que celle de la micro-électronique.
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Comparaison des caractéristiques de circuits intégrés et de MEMS typiques

Epaisseur des �lms (�m) <1 2-6
Dimension critique (�m) 0.35 1
Rapport d'aspect 2 :1 6 :1
Topographie (�m) <1 4-10
Taille des appareils (�m) 1 100

� Un autre point important concerne la température de fabrication des MEMS, par
rapport à ce qui se fait en microélectronique. Les micromachines sont composées de
matériaux métalliques, réfractaires et autres, qui doivent être traités à haute tem-
pérature. Par contre, en microélectronique, l'utilisation de matériaux polymères, par
exemple, nécessite de travailler à basse température. Dès lors, lorsque des éléments
de micromachines sont combinés, sur une même �puce�, à des circuits électroniques
de commande, de nouvelles procédures spéciales de fabrication doivent être étudiées.

� On l'a déjà noté, lorsqu'ils sont synthétisés, les éléments mobiles (engrenages, bras,
etc.) doivent être détachés de leur support. D'où la mise au point éventuelle de
produits chimiques adéquats favorisant le détachement.

� Les MEMS doivent encore être transportés. Il faut être particulièrement soigneux
concernant les contacts avec le support (e�ets d'adhésion de surface), l'atmosphère
ambiante (qui a�ecte la tension super�cielle, donc l'adhérence), les vibrations (qui
peuvent mettre en contact des surfaces que l'on aura alors di�cile à détacher). En
e�et, à l'échelle des MEMS, les forces d'attraction moléculaire sont beaucoup plus
importantes que les forces gravi�ques. Pendant le processus de sèchage et après le
nettoyage �nal des MEMS, la tension de surface du ménisque de �uide peut pousser
la surface suspendue contre la surface sous-jacente et pourrait ainsi provoquer la
stiction des deux surfaces.

� Il faut aussi se préoccuper du fonctionnement. La microélectronique peut se contenter
de véri�er le bon fonctionnement des circuits par des mesures électriques adéquates.
Ce qui n'est pas forcément simple. Dans les micro-machines, il y a, en outre, des
parties mobiles. Leur contrôle requiert la mise au point de mesures nouvelles, optiques,
mécaniques, ... La stiction peut également apparaître en fonctionnement lorsque le
MEMS est mis en mouvement, lors d'un choc, d'une décharge électrique. Les tensions
de surface jouent aussi un rôle important dans les MEMS pour des systèmes �uides,
qui doivent répondre à des nouvelles exigences d'interface d'agents mouillants et non
mouillants, et de la nature des �uides dans les micro-canaux et cavités.

L'interaction des di�érents paramètres physiques entr'eux, plus particulièrement l'in-
teraction de l'électricité avec les contraintes mécaniques, la température et les gradients
de température, les champs magnétiques et la lumière incidente fournit une multitude de
phénomènes (piézorésistivité, piézoélectricité, thermoélectricité) de grand intérêt pour les
MEMS.
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1.2 Comment fabriquer des éléments de micromachines ?

En simpli�ant, le micro-usinage peut être comparé à l'usinage conventionnel en ce sens
que l'objectif est de réaliser des motifs précis dans un bloc de matière. Cependant, il y a
des di�érences nettes. Le micro-usinage est un processus parallèle (en lots) dans lequel des
centaines ou probablement des milliers d'éléments identiques sont fabriqués simultanément
sur la même galette. Par ailleurs, la dimension minimum du dispositif est de l'ordre du
micromètre, environ 25 fois plus petite que ce qui peut être réalisé en usinage conventionnel.

Les méthodes actuellement utilisées dans la fabrication des MEMS sont regroupées dans
le tableau ci-dessous, où l'on peut considérer deux catégories principales, les outils de base
et les outils avancés. Les outils de base sont des méthodes bien établies et normalement
disponibles parmi les équipements de fonderie ; les outils avancés sont uniques par nature,
et sont normalement limités à quelques équipements spécialisés. Par exemple, très peu
de sites o�rent le �LIGA�, un processus de micro-usinage utilisant la galvanoplastie et le
moulage. En�n, se développent de plus en plus, des combinaisons originales de ces outils
soit pour des produits précis, soit comme procédés généraux.

� Procédés de fabrication de base

� Epitaxie

� Oxydation

� Déposition par pulvérisation

� Méthodes de dépôts par rotation

� Lithographie (optique, par rayons X, UV, d'e- , d'ions, de plusieurs faisceaux
miniatures d'e-)

� Gravures sèche (plasma) et humide

� Procédés de fabrication avancés

� Liaison anodique

� Liaison par fusion du silicium

� Recti�cation, polissage et polissage mécano-chimique (CMP)

� Méthodes de déposition sol-gel

� Electroplastie et moulage

� Usinage par LASER

� Combinaison des outils

� Micro-usinage de surfaces de poly-silicium

� Combinaison de la liaison / fusion avec des méthodes de gravure par ions réactifs.

� Procédé de fabrication SCREAM (Single Crystal Silicon Reactive Etching and
Metallization) combiné de gravure réactive et de métallisation pour réalisation
de géométries profondes.
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Fig. 1.3: Cette �gure illustre les �ux des opérations de base de micro-usinage : des couches
sont déposées ; un vernis photosensible est modelé par lithographie et est alors utilisé comme
masque pour graver les matériaux sous-jacents. Ce processus se répète autant de fois que
nécessaire, pour réaliser la microstructure souhaitée.

1.2.1 Les outils de fabrication de base

L'épitaxie, la pulvérisation, l'évaporation, la déposition chimique en phase vapeur et
le dépôt par mise en rotation, sont des techniques communes de dépôts de couches uni-
formes de silicium, de métaux, d'isolants ou de polymères. La lithographie est un procédé
photographique permettant d'imprimer des images sur une couche du polymère photosen-
sible (appelé photorésist), qui par la suite pourra être employé comme masque protecteur
pour l'opération de gravure. La gravure sèche ou humide avec la gravure profonde par ions
réactifs constituent la base des procédés essentiels d'enlèvement sélectif de matière. Les
principes fondamentaux de chacun de ces outils de base sont présentés ci-dessous.

L'épitaxie

L'épitaxie est une méthode de croissance cristalline du silicium, sur une galette de
silicium, avec un type et une concentration de dopant, variables, sur une épaisseur d'environ
1 à 20 �m. Elle présente la même orientation cristalline que le substrat cristallin, excepté
lorsqu'elle est développée sur un matériau amorphe, par exemple sur une couche de dioxyde
de silicium, elle est alors polycristalline.



Chapitre 1. Méthodes de fabrication 10

La croissance se produit dans un réacteur chimique de dépôt en phase vapeur par la dis-
sociation à température élevée (> 800ÆC) d'un gaz à base de silicium. Des dopants peuvent
être incorporés simultanément pendant la croissance. L'épitaxie peut être employée pour
faire croître un cristal de silicium sur d'autres types de substrats cristallins tels que le
saphir (Al2O3). Ce procédé est alors appelé hétéro-épitaxie, pour indiquer la di�érence en
matériaux. Les galettes de silicium sur saphir disponibles sur le marché, sont utilisées dans
les applications où un substrat isolant ou transparent est exigé. La disparité de réseaux cris-
tallins entre le saphir et le silicium, limite l'épaisseur de silicium à environ un micromètre.
Pour des dépôts silicium plus épais, des densités élevées de défauts et des performances
électroniques dégradées, sont à craindre.

L'oxydation

Du dioxyde de silicium de haute qualité, peut être obtenu en oxydant le silicium soit
dans de l'oxygène sec, soit dans de la vapeur, à haute température (850-1150 ÆC). L'oxyda-
tion thermique du silicium produit des contraintes de compression dans le �lm de dioxyde
de silicium. Il y a deux explications à ces contraintes : les molécules de dioxyde de silicium
prennent plus de place que les atomes de silicium et il y a un écart entre les coe�cients de
la dilatation thermique du silicium et du dioxyde de silicium. La contrainte de compression
dépend de l'épaisseur totale de la couche de dioxyde de silicium et peut atteindre des cen-
taines de MPa. En conséquence, les �lms d'oxyde déposés par voie thermique, plus épais
qu'un micromètre peuvent causer le cintrage du substrat. Par ailleurs, des membranes et
des poutres cantilevers suspendues, réalisées en croissance thermique d'oxydes de silicium
ont tendance à se déformer ou à se courber.

Dépôt par pulvérisation

Dans les procédés de dépôt par pulvérisation, une cible faite dans la matière à déposer
est physiquement bombardée par un �ux d'ions inertes (par exemple de l'argon ou de
l'hélium) dans une chambre à vide. Des particules de matière de la cible sont éjectées et
déposées sur la galette de Si. La pulvérisation est la méthode préférée dans la communauté
des MEMS, pour le dépôt à basses températures (< 150ÆC) de �lms minces en métaux tels
que l'aluminium, le titane, le chrome, le platine et le palladium ainsi que le silicium amorphe
et des isolants comme le verre ou des céramiques piézo-électriques. L'aspect directionnel
aléatoire du processus de pulvérisation, à condition que la taille de la cible soit plus grande
que celle de la galette, a comme conséquence la bonne uniformité de la couche mince sur
une marche d'escalier bien qu'un léger amincissement se produise près des coins. Le �lm
déposé a une structure granulaire très �ne et est fréquemment sous contrainte mécanique.
Les niveaux de contraintes résiduelles varient normalement en fonction de la pression de la
chambre pendant le dépôt, de contraintes compressives aux basses pressions (0,1 - 1 Pa) à
des contraintes de traction aux hautes pressions (1 - 10 Pa).
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P o m p e  à  v i d e

S u b s t r a t
P l a s m a

G a zG é n é r a t e u r

C a t h o d e

Fig. 1.4: Pulvérisation

L'évaporation

L'évaporation implique le chau�age local de la matière cible, à une température suf-
�samment élevée pour produire une vapeur qui va se condenser sur un substrat. Presque
n'importe quel matériau (comme Al, Si, Ti, Mo, verre, Al2O3, ...), y compris beaucoup
de matériaux réfractaires à haut point de fusion (W, Au, Cr, Pd, Pt), peut être évaporé à
condition d'avoir une tension de vapeur supérieure à la pression de la cuve (0,1-1 Pa) et
à condition que le support dans lequel la cible est contenue n'est pas lui-même évaporé (le
support est généralement fait de tungstène).

Le chau�age de la cible est réalisé soit par le passage d'un courant électrique dans un
�lament fait du matériel désiré de cible, soit en balayant un faisceau d'électrons sur la cible.

L'évaporation est un procédé de dépôt, directionnel, par lequel la grande majorité de
particules de matière est déposée sous un angle spéci�que avec le substrat, ayant pour
résultat un dépôt médiocre sur des marches d'escalier, en exposant les coins et les parois
latérales. La rotation du substrat pendant le dépôt, réduit l'e�et. Cependant, dans certains
cas, l'e�et d'ombrage peut être employé délibérément pour déposer sélectivement la matière
sur un côté de la marche ou de la tranchée et pas sur l'autre côté.

S u b s t r a t s

M a t é r i a u  à  d é p o s e r P o m p e  à  v i d e
C h a u f f e r

Fig. 1.5: Déposition de vapeur
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Déposition en phase vapeur chimique

La déposition en phase vapeur chimique (CVD) repose sur le principe d'une réaction
chimique dans la chambre à vide, ayant pour résultat le dépôt d'une matière réactive sur un
substrat chau�é. Contrairement à la pulvérisation, la déposition en phase vapeur chimique
(CVD) est un processus à température élevée, avec des températures de dépôt typiques
supérieures à 300Æ C. Les couches minces, communément déposées par CVD, comprennent :
le polysilicium, des oxydes et des nitrures de silicium, du tungstène, du titane et du tantale
aussi bien que leurs nitrures, et plus récemment, du cuivre et des isolants diélectriques
à faible permittivité ("r < 3). Le dépôt CVD de polysilicium, d'oxydes et de nitrures de
silicium est un procédé courant dans l'industrie des MEMS.

P o m p e  à  v i d e

F o u r

C o n t a i n e r

S o r t i e  d e  G a z

S u b s t r a t

G a z

Fig. 1.6: Déposition de vapeur chimique

Les procédés de dépôt en phase vapeur chimique sont classés par catégorie :

� pression atmosphérique (désigné sous le nom de CVD),

� basse pression ( désigné LPCVD, low pressure CVD)

� assisté plasma (PECVD, plasma enhanced CVD) qui comprend également le

� plasma à haute densité (HDP-CVD). Des électrons énergiques, excités par un champ
électromagnétique à haute fréquence, heurtent les molécules de gaz pour former des
ions et des particules neutres réactives. Le mélange d'électrons, d'ions et de particules
neutres forment le plasma. L'opération en phase plasma augmente la densité des ions
et des éléments neutres qui peuvent participer à une réaction chimique, que ce soit
pour du dépôt ou de la gravure, et accélèrent ainsi les taux de réaction.

L'e�et des paramètres de dépôt sur les caractéristiques des couches minces est signi�catif,
particulièrement pour les oxydes de silicium et les nitrures. La température de substrat,
les débits de gaz, la présence de dopants et la pression sont des paramètres de processus
importants pour le CVD et le LPCVD. La puissance et la fréquence de l'excitation RF de
plasma sont également importants pour le PECVD.

Les méthodes de dépôt par mise en rotation (Spin-on)

La méthode de dépôt par mise en rotation, est un processus simple de dépôt de couches
d'isolants diélectriques et de matériaux organiques, sur une surface en rotation. À la dif-
férence des méthodes décrites ci-dessus, l'équipement est simple, exigeant une table de
rotation à vitesse variable avec des écrans de sûreté appropriés. Un bec verseur distribue
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la matière sous forme de solution liquide au centre de la galette. La rotation du substrat
à haute vitesse (500 à 5000 tours par minute) répand rapidement la matière d'une façon
uniforme.

Le vernis photosensible et les polyimides sont des matériaux organiques communs, qui
peuvent être étendus par rotation, sur une galette de Si, avec des épaisseurs typiques entre
0,5 et 20 �m, bien que certains photorésists particuliers, développés dans ce but spécial,
comme le SU-8, un époxyde, puissent atteindre une épaisseur de 100 �m. Le polymère
organique est normalement en suspension dans une solution dissolvante. Le traitement
ultérieur, au four ou à l'exposition au rayonnement ultraviolet, fait évaporer le dissolvant
et polymérise le �lm.

Des dépôts par spin, épais (5-100 �m) sur verre (SOG = spin on glass) permettent
de recouvrir uniformément des surfaces et de les lisser indépendamment des variations to-
pographiques de la surface de base, constituant de vrais dispositifs d'�aplanissement� de
surfaces. Des dépôts par spin, minces (0.1-0.5 �m) sur verre (SOG) ont été intensément
étudiés dans l'industrie du circuit intégré pour réaliser une couche de diélectrique inter-
calaire entre métaux, pour des vitesses d'interconnexions électriques élevées ; cependant,
leurs propriétés électriques sont considérées comme pauvres, comparées à celles des oxydes
de silicium natifs ou par CVD. Le SOG est disponible dans le commerce pour di�érentes
formes de polymères, généralement basés sur le siloxane ou le silicate.

La lithographie

La lithographie implique trois étapes séquentielles :

� l'application d'un vernis photosensible (ou photorésist), qui est en fait une couche
d'émulsion photosensible ;

� l'exposition optique pour imprimer une image d'un masque dans le photorésist ;

� l'immersion dans une solution aqueuse révélatrice, pour dissoudre le phorésist exposé
et faire apparaître l'image latente.

Le masque lui-même se compose d'une couche opaque de chrome, modelée sur un sub-
strat de verre transparent. La disposition de motif est produite à l'aide d'un outil de
conception assistée par ordinateur (CAO) et transférée dans la couche mince de chrome
par une société spécialisée dans la réalisation de masques. Un processus complet de micro-
fabrication comporte fréquemment plusieurs opérations lithographiques.

Le vernis photosensible positif est un matériau de résine organique contenant un sensi-
bilisateur. Il est déposé par rotation, avec une épaisseur typique entre 0,5 et 10 �m. Comme
déjà mentionné, certains photorésists peuvent être étalés par rotation à des épaisseurs plus
importantes jusqu'à 100 �m, mais la grande épaisseur pose des dé�s signi�catifs, lors de
l'exposition, pour réaliser des détails de motifs en-dessous de 25 �m. Le sensibilisateur
empêche la dissolution du photorésist non exposé pendant l'immersion dans la solution
révélatrice. L'exposition à la lumière dans la gamme des 200 à 450 nm (ultra-violet au
bleu) décompose le sensibilisateur, faisant dissoudre immédiatement des régions exposées
dans la solution révélatrice. Le processus exactement inverse se produit dans les photoré-
sists négatifs (les secteurs exposés restent et les secteurs non exposés se dissolvent dans le
révélateur).
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L'exposition optique peut être accomplie dans un des trois modes di�érents : contact,
proximité, ou projection. En lithographie par contact, le masque touche la galette. Ceci
raccourcit normalement la durée de vie du masque et laisse des résidus peu souhaitables,
sur la galette et sur le masque. En mode de proximité, le masque est placé à 25-50 �m de
la surface du photorésist. En revanche, la lithographie de projection projette une image du
masque sur la galette à l'aide d'un systeme optique complexe (voir Figure 1.7).

Fig. 1.7: Ce schéma illustre la lithographie de proximité et de projection. En mode de
proximité, le masque est à 25-50 �m du photoresist. La di�raction de Fresnel limite la
résolution et les détails minima à 5 �m environ. En mode de projection, un système d'ima-
gerie image le masque sur le photorésist. La résolution est normalement meilleure qu'un
micromètre. L'étape suivante consiste en le �développement� du photorésist, faisant appa-
raître les motifs du masque.

La résolution, dé�nie comme le plus petit détail que le système optique peut résoudre,
est rarement une limitation pour les applications de micro-usinage. Pour des systèmes de
proximité, elle est limitée par di�raction de Fresnel, à un minimum environ de 5 �m et
en système de contact, elle est approximativement de 1 à 2 �m. Pour des systèmes de
projection, elle est donnée par 0,5 x�=NA, où � est la longueur d'onde ( 400 nm) et le Na
est l'ouverture numérique du système optique. La résolution en lithographie de projection
est d'habitude meilleure que le micromètre. La profondeur de champ est par contre une
contrainte plus exigeante pour la lithographie, particulièrement dans le cas de photoresists
épais ou pour réaliser des variations de hauteurs géométriques sur la surface de la galette.
La profondeur de champ pour des systèmes de contact et de proximité est très mauvaise,
également limitée par di�raction de Fresnel. En systèmes de projection, le plan image
peut être déplacé en ajustant l'optique de focalisation mais une fois règlée, la profondeur
de champ autour de ce plan est limitée à �0.5 x�=NA2. Dans presque tous les cas, la
profondeur de champ foyer est au plus de quelques microns.



Chapitre 1. Méthodes de fabrication 15

La lithographie de projection est clairement une approche supérieure mais un système
optique de projection peut coûter sensiblement plus qu'un système de proximité ou de
contact. La résolution de la plupart des systèmes lithographiques n'est généralement pas
une limitation pour les MEMS ; le vrai challenge dans les MEMS, vient selon la nature
de l'application, de l'exposition d'un photorésist épais, des variations de hauteurs topo-
graphiques, des alignements des motifs d'avant et arrière et des champs visuels larges par
exemple.

a) Réalisation de photorésists épais
Des photorésists modelés sur des grandes épaisseurs sont normalement employés comme

couche masquante protectrice, pour la gravure de structures profondes, mais parfois, ils
peuvent servir de moule modèle pour la galvanoplastie de microstructures en métal. La
réalisation de dépôt de photorésist épais peut se réaliser

� soit par des applications �spin on� successives (jusqu'un total de 10 �m),

� soit par �spin on� de solutions de photorésist, spécialement visqueuses, à des vitesses
plus réduites (jusqu'à 100 �m). Le contrôle de l'épaisseur et de son uniformité sur la
galette devient plus di�cile avec l'augmentation de l'épaisseur du photorésist.

L'exposition de photorésists plus épais que 5 �m dégrade souvent la résolution du motif,
à cause de la profondeur de champ limitée du système. Comme règle générale, le rapport
d'aspect (le rapport de l'épaisseur du photorésist à la dimension minimum du motif) ne
doit pas dépasser trois. En d'autres termes, la taille minimum réalisable des détails du
gabarit, est plus grande qu'un tiers de l'épaisseur du photorésist. Cette limitation peut
être surmontée en utilisant des méthodes spéciales d'exposition, autres qu'optiques : par
rayons X, UV, d'e-, d'ions, de plusieurs faisceaux d'e-, miniatures, mais leur utilisation
dans un environnement de fabrication reste peu aisée.

b) Variations de hauteurs topographiques
Des changements de la topographie sur la surface d'une galette, tels que les cavités et

les tranchées profondes, sont très fréquents dans les MEMS et posent des dé�s à la fois
pour le processus de �spin on� du phorésist et pour la formation d'image. Pour des cavités
plus profondes que 10 �m, le contrôle de l'uniformité devient une tâche pénible en raison
de l'amincissement de la couche de photorésist sur les coins convexes et l'accumulation de
photorésist à l'intérieur de la cavité (Voir Figure 1.8).

Lors de l'exposition, pour des variations de hauteurs supérieures à 10 �m, les outils
de contact et de proximité conviennent peu, à moins d'accepter une perte signi�cative de
résolution. Dans certaines circonstances, où le nombre de niveaux de hauteurs est limité
(par exemple moins de trois), on peut utiliser un outil de lithographie de projection et
e�ectuer plusieurs expositions avec des réglages de la focalisation pour chaque niveau de
hauteurs. Naturellement, c'est coûteux car le nombre de masques et d'expositions augmente
proportionnellement avec le nombre de niveaux de hauteurs.
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Fig. 1.8: Ce schéma présente les e�ets indésirables du spin coating sur une surface avec
des variations topographiques importantes de hauteur. Le photorésist est plus mince sur
les coins et s'accumule dans les cavités.

c) La lithographie à double face
Souvent, des motifs lithographiques doivent être alignés des deux côtés d'une galette

avec une grande précision. Par exemple, la fabrication d'une sonde de pression nécessite
de former sur la face frontale des éléments senseurs piézorésistifs qui soient alignés avec les
bords d'une cavité à l'arrière de la galette. Des déviations d'alignement relatif, plus grandes
que 5 �m changent la sensibilité du pont piézorésistif, à la pression et créent des e�ets
indésirables. Di�érentes méthodes d'alignement face avant / face arrière, également connues
sous le nom d'alignement double face, ont été incorporées dans des outils disponibles dans
le commerce. Des galettes polies sur les deux faces devraient être employées pour réduire
au minimum la di�usion de la lumière.

La gravure

Les processus de gravure pour la fabrication de MEMS dérivent des processus tradition-
nels de gravure pour l'industrie du circuit intégré. L'objectif est d'enlever sélectivement de
la matière, en utilisant un vernis photosensible qui a été imagé, comme calibre masquant.
Le modèle peut être gravé directement dans le substrat de silicium ou dans une couche
mince qui peut être employée ultérieurement comme masque pour gravure.

La gravure du silicium se trouve au centre de ce qu'on nomme souvent , le �micro-
usinage en masse�. Il n'existe aucune méthode de gravure du silicium idéale et universelle,
ce qui a conduit à un certain nombre de techniques appropriées à certains cas mais pas à
d'autres. Les distinctions sont faites sur base de l'isotropie et de la sélectivité de la gravure
à d'autres matériaux.

Les produits isotropes gravent uniformément dans toutes les directions, ayant pour
résultat des arêtes arrondies. En revanche, la gravure anisotrope grave préférentiellement
dans une direction, ayant pour résultat des tranchées ou des cavités délimités par des
surfaces planes bien dé�nies ; celles-ci ne sont pas nécessairement perpendiculaires à la
surface de la galette. Le milieu de gravure (humide ou sec) joue un rôle dans le choix de
la méthode appropriée. Les produits humides en solution aqueuse présentent l'avantage de
la possibilité de fabrication en lots, à faible coût (habituellement, 20 à 25 galettes peuvent
être gravées simultanément) et ils peuvent être isotropes ou anisotropes. La gravure sèche
comporte l'utilisation de gaz réactifs dans un plasma à basse pression. L'équipement est
spécialisé et ultra-propre, utilisant des gaz réactifs, de grande pureté dans une chambre à
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vide.

Fig. 1.9: Ce schéma illustre les pro�ls en coupe de tranchées résultant de quatre types
di�érents de méthodes de gravure.

a) Gravure humide isotrope
Le plus commun des produits de gravure humide, isotrope est le �HNA� également connu

sous le nom de �poly-etch�, en raison de son utilisation aux premiers jours de l'industrie du
circuit intégré en tant que graveur pour le polysilium. C'est un mélange d'acides �uorhy-
drique (HF), nitrique (HNO3) et acétiques (CH3COOH). L'acide nitrique oxyde le silicium
qui est enlevé par l'acide �uorhydrique. Le taux de gravure du silicium peut varier entre 1
et 5 �m=min, selon la proportion des acides dans le mélange. L'agitation du bain peut aug-
menter le taux de gravure à 20 �m=min. Il est normalement di�cile contrôler la profondeur
de gravure et son uniformité de surface.

b) Gravure humide anisotrope
La liste des produits de gravure humide anisotrope inclut les hydroxydes de mét-aux

alcalins (par exemple, NaOH, KOH, CsOH, ... etc.), des hydroxydes d'ammonium simples
et quaternaires (par exemple, NH4OH, (CH3)4NOH)...

� Parmi les hydroxydes des métaux alcalins, l'hydroxyde de potassium (KOH) est de
loin le plus commun. Le KOH grave les plans cristallographiques f111g à un taux 100
fois plus lent que les plans f100g. Cette particularité est utilisée de façon routinière,
pour faire des gorges en V et des tranchées qui sont délimitées avec précision, par des
plans f111g.
Il y a peu de consensus sur l'origine de la sélectivité des plans cristallographiques
f111g. Des propositions faites dans la littérature, attribuent l'anisotropie à une plus
faible densité de liaisons et donc une plus faible concentration d'électrons, le long
des plans f111g. D'autres croient que les plans f111g s'oxydent rapidement et sont
protégés pendant la gravure par une mince couche d'oxyde.
Le KOH et les produits alcalins sont également sélectifs au silicium (p++), fortement
dopé du type p, rendant commune, l'utilisation de silicium p++ pour arrêter l'opé-



Chapitre 1. Méthodes de fabrication 18

ration de gravure. Le taux de gravure du silicium dans des solutions de KOH chute
d'un facteur 500 dans le silicium p++, ayant une concentration de dopant supérieure
à 1 x 1020 cm�3. Le nitrure de silicium est un excellent matériau de masquage, contre
la gravure en KOH. Le dioxyde de silicium se grave plus lentement et est employé
comme une couche masquante, pour des gravures très courtes. Le vernis photosensible
est aisément gravé dans les solutions alcalines et n'est pas approprié pour masquer
la gravure du silicium.

� Dans la catégorie des hydroxydes d'ammonium, l'hydroxyde d'ammonium tétramé-
thylique (TMAH) ((CH3)4NOH)) présente des propriétés semblables au KOH. Il
grave les plans cristallographiques f111g, 30 à 50 plus lentement que les plans 100.
Les taux de gravure chutent d'un facteur 40, dans le silicium fortement dopé p++ (�
1 x 1020cm�3). Le dioxyde de silicium et le nitrure de silicium demeurent pratique-
ment inattaqués dans le TMAH, et par conséquent peuvent être employés en tant que
couches masquantes. Le TMAH attaque normalement l'aluminium mais une formu-
lation spéciale contenant la poudre de silicium dissoute en solution réduit de manière
signi�cative le taux de gravure de l'aluminium. Cette propriété est utile pour la gra-
vure du silicium après la fabrication complète des circuits CMOS, sans recourir au
masquage des plots de connexion en aluminium.

� L'EDP (pyrochatechol d'éthylènediamine) est une autre produit de gravure humide
avec la sélectivité aux plans 111 et au silicium fortement dopé p. Les oxydes et les
nitrures de silicium font d'excellents matériaux masquants pour gravure à l'EDP.
Beaucoup de métaux, y compris l'or, le chrome, le cuivre, et le tantale ne sont pas
non plus, attaqués par l'EDP.

� La gravure aux solutions aqueuses anisotropes, donne des structures tridimension-
nelles, facettées, formées par l'intersection de plans 111 avec d'autres plans cristallo-
graphiques. La conception du motif de masquage nécessite une visualisation 3D du
processus de gravure. Les structures les plus faciles à visualiser sont les cavités en
V gravées dans les galettes orientées f100g. La gravure débute dans l'ouverture du
masque et se propage dans la direction <100>, créant dans des galettes f100g, des
cavités à fond plat et des faces inclinées, faisant un angle de 54.74 Æ avec l'horizontale.
La gravure s'arrête sur quatre plans équivalents coupant les plans f111g, formant une
pyramide inversée ou en V. Bien sûr, ceci se passe uniquement si la galette est plus
épaisse que la profondeur de la gravure projetée. La gravure limitée dans le temps à
partir d'un coté de la galette est fréquemment utilisée pour former des cavités ou des
�nes membranes. Des trous en forme d'entonnoir ou obliques sont également possibles
dans les galettes f100g en gravant des motifs alignés, des deux côtés de la galette
permettant aux deux fronts de gravure de se rejoindre. (Voir Figure 1.10)
La forme d'une tranchée gravée dans une galette f110g est radicalement di�érente.
Dans la plaquette de silicium f110g, quatre des huit plans f111g équivalents sont
perpendiculaires à la surface f110g de cette plaquette. Les 4 autres plans sont in-
clinés à 35.26Æ par rapport à la surface. Les 4 plans f111g verticaux forment un
parallélogramme d'angle interne de 70.5Æ. Une rainure gravée dans une galette f110g
a la forme complexe d'un polygone délimité par six plans f111g, 4 verticaux et deux
inclinés. La gravure dans une galette f110g est utile pour former des tranchées à faces
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Fig. 1.10: Ce schéma illustre la gravure anisotrope de cavités dans le silicium orienté f100g :
(a) cavités, puits pyramidal en forme de V et membranes minces ; (b) la gravure des deux
côtés de la galette peut apporter une multitude de formes di�érentes comprenant des trous
en forme d'entonnoir ou obliques.

verticales, bien que non orthogonales entre elles.
Alors que des coins concaves délimités par des plans f111g restent intacts pendant
la gravure, les coins convexes délimités par des plans f111g sont immédiatement
attaqués. Ceci est dû au fait que la moindre érosion du coin convexe, expose des
plans autres que les plans f111g, accélérant ainsi l'érosion. Par conséquent, un coin
convexe dans le layout du masque sera coupé pendant la gravure ; ainsi, le front
de gravure avancera sous le masque. Cet e�et est utilisé pour réaliser des poutres
cantilever au-dessus d'une cavité.

Fig. 1.11: Le schéma illustre la gravure de coins convexes et la formation de poutres
suspendues
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c) Gravure électrochimique
Les taux élevés de gravure des procédés humides anisotropes (> 0,5 �m=min) le rendent

di�cilement contrôlable, pour réaliser des profondeurs précises et uniformes. Ainsi, la gra-
vure en volume de senseurs de pression exige une mince membrane de silicium, de 5 à
20 �m, avec une tolérance et une uniformité sur l'épaisseur, meilleure que 0.2 �m, ce qui
est très di�cile à réaliser en utilisant la gravure humide anisotrope, avec contrôle sur le
temps. Pour cela, le contrôle de l'épaisseur est réalisé en utilisant une couche épitaxiale
développée avec précision et en modulant la réactivité de la gravure à l'aide d'un potentiel
électrique extérieur. Cette méthode est communément appelée �gravure électrochimique�
(Electrochemical etching = ECE). Une couche épitaxiale de type n, développée sur une
galette de type p, forme une diode de jonction p-n, qui ne permet la conduction électrique
que si la tension du côté p est au-dessus de celle du côté n ; sinon, aucun courant électrique
ne passe et la diode p-n est en mode reverse, opposé à la polarisation. En mode inverse, la
couche épitaxiale de type n est au-dessus de son potentiel de passivation (potentiel pour
lequel une �ne couche de dioxyde de silicium de passivation se forme) et par conséquent,
n'est pas attaquée. Le substrat de type p est lui gravé. Dès que le substrat de type p est
complètement enlevé, la réaction de gravure s'arrête à la jonction, laissant une couche de
silicium de type n avec une épaisseur précise (Voir Figure 1.12).

Fig. 1.12: Le schéma illustre la gravure électrochimique utilisant du silicium épitaxial de
type n qui est placé au-dessus de son potentiel de passivation et ainsi n'est pas gravé. La
couche de type p est gravée dans la solution. La gravure s'arrête dès que la couche du type
p est complètement enlevée.

d) Gravure sèche ou en phase plasma
La gravure en phase plasma (ou gravure sèche) est un processus important de l'industrie

du semi-conducteur. Il existe plusieurs fournisseurs de systèmes de gravure plasma, du
silicium aussi bien que du dioxyde de silicium, du nitrure de silicium et d'une large variété de
métaux. Les procédés conventionnels de gravure plasma sont généralement utilisés pour la
gravure du polysilicium, dans le micro-usinage en surface et pour la formation de cavités peu
profondes dans le micro-usinage en masse. L'introduction récente de la gravure profonde,
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à ions réactifs fournit un nouvel outil puissant pour réaliser des tranchées très profondes
(jusqu'à 500�m) avec des parois pratiquement verticales.

Le principe de base de la gravure plasma comporte la génération d'éléments chimique-
ment réactifs : des atomes neutres (tels que F, Cl) et des ions (par exemple, SF+

x ), qui sont
accélérés sous l'e�et d'un champ électrique vers le substrat cible. Les espèces réactives (les
particules neutres et les ions) sont constituées par la collision des molécules dans un gaz
réactif (par exemple, SF6, CF4, Cl2, CClF3 et NF3) avec un nuage d'électrons énergiques
excités par un champ Radio-Fréquence. Les électrons énergiques, excités dans le champ
électromagnétique à haute fréquence se heurtent aux molécules du gaz pour former des
ions et des espèces neutres réactives. Le mélange des électrons, des ions et des atomes
neutres constitue le �plasma�. L'opération en phase plasma, permet d'augmenter la densité
des ions et des espèces neutres, qui participent à la réaction chimique, que ce soit pour
graver ou pour réaliser un dépôt. La phase plasma accélère donc le processus.

Quand le processus de gravure est purement chimique, produit par la réaction spontanée
d'atomes neutres avec le silicium, il est communément désigné sous le nom de �gravure
plasma�. Mais si le bombardement des ions sur la surface de silicium, joue un rôle synergique
dans la réaction chimique de gravure, le processus est alors appelé sous le nom de RIE
(Reactive Ion Etching = gravure à ions réactifs). C'est la directionnalité des ions accélérés
qui donne au processus RIE, son anisotropie.

La gravure réactive profonde (DRIE) vient du besoin au sein de la communauté du
micro-usinage, d'un processus de gravure capable de graver de façon anisotrope, des tran-
chées profondes à des taux de gravure sensiblement plus grands que les 0,1 à 0,5 �m=min,
typiques de la gravure plasma traditionnelle et RIE. Dans une approche développée par
Alcatel, la galette est refroidie à des températures cryogéniques. La condensation des gaz
réactifs (SF6 et O2) protège les parois latérales contre la gravure par les atomes réactifs de
�uor. Une autre approche dans laquelle les cycles de gravure et de dépôts alternent (Voir
schéma 12) a été brevetée par Bosch.

Fig. 1.13: Le schéma présente le pro�l d'une tranchée profonde gravée par le procédé DRIE
adapté par le processus de Bosch.
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1.2.2 Les outils de fabrication avancés

Liaison anodique

La liaison anodique est un processus simple qui �scelle� une galette de silicium, à un
substrat de verre contenant du sodium. Ce procédé est fondamental pour la fabrication
d'une grande variété de sondes, y compris des sondes de pression, parce qu'il fournit un
support rigide sous forme de substrat de verre, pour la galette de silicium plutôt fragile.

La liaison est exécutée à une température entre 200Æ et 500ÆC sous vide, à l'air ou dans
un gaz inerte. L'application d'une grande tension (500-1.500 V ) au travers des deux sub-
strats, avec le verre tenu au potentiel négatif, force les ions positifs mobiles (principalement
les Na+ dans le verre) à émigrer loin de l'interface silicium/ verre, vers la cathode, laissant
des charges négatives �xes (Voir Figure 1.14).

Fig. 1.14: Le schéma illustre la liaison anodique entre du verre et du silicium. Les ions
mobiles de sodium dans le verre émigrent à la cathode laissant les charges négatives �xes.
Un champ électrique intense à l'interface verre / silicium tient les deux substrats ensemble
et facilite la liaison chimique du verre au silicium.

L'attraction électrostatique entre les charges négatives �xes dans le verre et positives
dans le silicium tient les deux substrats ensemble et facilite la liaison chimique du verre au
silicium. C'est pourquoi la liaison anodique est également appelée �liaison électrostatique�.
Une couche très mince (< 100 nm) de dioxyde de silicium sur la galette de silicium est
su�sante pour empêcher l'écoulement du courant et la liaison. On a intérêt à choisir le
coe�cient de la dilatation thermique du substrat de verre assorti à celui du silicium a�n
de réduire au minimum des contraintes thermiques. Des �lms de verre pulvérisé ou évaporé
contenant du sodium peuvent être employés pour coller par liaison anodique deux substrats
de silicium. Dans ce cas-ci, la tension exigée pour réaliser le processus de liaison diminue à
moins de 100 V à cause de la faible épaisseur de la couche de verre.

Liaison de fusion du silicium ou liaison de galette directe

La liaison de fusion du silicium, également connue sous le nom de liaison directe de
galettes, est un processus capable de joindre solidement deux substrats de silicium. Elle
peut être entre deux surfaces nues de silicium ou avec une couche intermédiaire de dioxyde
de silicium (type SOI). Le mécanisme de liaison n'est pas bien compris mais on pense
généralement qu'il se produit au niveau moléculaire entre le silicium et les atomes d'oxygène
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à l'interface. Les deux galettes sont d'abord nettoyées à l'acide sulfurique, suivi d'acide
chlorhydrique pour enlever les contaminants organiques et métalliques. La propreté des
surfaces est nécessaire pour assurer une liaison uniforme et libre de bulles. Les deux galettes
sont alors immergées dans une solution d'hydroxyde d'ammonium à environ 100Æ C. Cette
étape d'hydratation sert à fournir des groupes de l'hydroxyde (OH) sur les surfaces à coller
pour les rendre hydrophiles. Les surfaces à lier sont alors soigneusement mises en contact
et sont liées par des forces de van der Waals. Une mauvaise liaison et la séparation se
produisent si on utilise des galettes cintrées ou non planes. Un recuit de 800Æ à 1100Æ C
favorise et renforce la liaison par réaction chimique.

Un �lm mince de polysilicium peut être collé par liaison fusion, sur une galette de
silicium ou sur une couche de dioxyde de silicium si sa surface est bien lisse et plane. Cette
surface peut être réalisée en employant le polissage mécano-chimique.

Recti�cation, polissage et polissage chimico-mécanique (CMP)

Quelques applications demandent la liaison de substrats minces de silicium (< 200 �m)
sur une galette d'épaisseur standard (400 �m pour des galettes double face, polie de 100
mm de diamètre). Mais les galettes minces sont très fragiles et di�ciles à manipuler. Au
lieu de cela, deux galettes d'épaisseur standard sont collées par fusion, et un des côtés est
aminci à l'épaisseur désirée. La réduction d'épaisseur est réalisée en utilisant le "meulage"
et le "polissage". La galette est d'abord montée sur une table tournante et est meulée par
une roue tournant dans la direction opposée, avec une pâte à base de diamant. Le meulage
érode mécaniquement le silicium et réduit l'épaisseur de la galette. La rugosité résultante
est enlevée pendant l'étape suivante de polissage, dans laquelle des galettes sont montées à
l'intérieur des calibres précis sur une table tournante. Une roue avec un tissu synthétique
ressemblant à du feutre, polit la surface de galette en utilisant "une" boue contenant de �nes
particules de diamant, dans une solution alcaline très diluée. Le �ni de surface �nal est très
bon et le contrôle global de l'épaisseur est de �5 �m. Les dommages au cristal encouru
pendant l'étape de meulage doivent être supprimés par un recuit à température élevée
(>1000Æ C), autrement les défauts seront préférentiellement attaqués dans les solutions de
gravure anisotrope.

Fig. 1.15: Polissage mécano-chimique

Le polissage chimico-mécanique (�CMP�) est une méthode excellente de polissage don-
nant une rugosité inférieure à 1 nm sur de grandes dimensions, mais il est lent avec des
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taux d'enlèvement inférieurs à 100 nm=min, à comparer au 1 �m=min pour le polissage
standard. (Voir Figure ( 1.15)).

Méthodes de dépôt de sol-gel

Un procédé sol-gel est une réaction chimique entre les particules solides en suspension
colloïdale dans un �uide (sol) pour former un réseau gélatineux (un gel) qui peut être
transformé en phase solide lors de l'enlèvement du solvant. Le sol-gel n'est pas un processus
unique mais représente plutôt un large ensemble de traitements capables de former des
verres et des céramiques dans une multitude de formes, à partir des précurseurs chimiques
de base. Une application très répandue des sol-gel est le dépôt de coatings optiques. Il est
employé en laboratoire de recherche pour déposer des �lms piézoélectriques, épais sur des
substrats de silicium.

Un processus sol-gel commence par la dissolution des précurseurs chimiques appropriés,
dans un liquide, pour former un sol. En prenant le sol à son point de transformation dans
le diagramme de phase où le sol subit une polymérisation et change brutalement d'un état
de liquide visqueux en un réseau gélatineux, le sol devient un gel. La formation du sol
et du gel sont des procédés à basse température. Le gel est alors façonné dans la forme
appropriée (par exemple, �bre ou lentille) ou appliqué comme �lm sur un substrat par
rotation, par immersion ou par pulvérisation. Par exemple, le tetraethoxysilane (TEOS)
dans l'eau peut être converti en gel de silice par hydrolyse et la condensation en utilisant
de l'acide chlorhydrique comme catalyseur. Le séchage et le frittage à température élevée
(200-600Æ C) a comme conséquence la transition du gel en verre et puis la densi�cation
en dioxyde de silicium. Le nitrure de silicium, l'alumine et le titanate de plomb zirconium
(PZT) peuvent également être déposés par sol-gel.

La galvanoplastie et le moulage (LIGA)

La galvanoplastie ou l'électrodéposition, méthode industrielle bien établie, a été adaptée
en micro-usinage pour le dépôt des �lms métalliques. Une variété de métaux comprenant
l'or, le cuivre, le nickel et le fer-nickel (Permalloy) peut être déposée sur des substrats de
silicium recouverts d'une base mince appropriée de métallisation.

Des structures tridimensionnelles peuvent être réalisées en galvanoplastant la forme
d'un moule. L'approche la plus simple pour la préparation du moule est d'exposer et de
développer un modèle dans un photorésist épais (10 à 100 �m) en utilisant la lithographie
optique. Le plus grand rapport d'aspect réalisable par cette méthode est approximativement
de 3, limité par la résolution et par la profondeur de champ. Dans le procédé LIGA, la
lithographie optique est remplacée par la lithographie en rayons X, pour dé�nir des rapports
d'aspect très importants (>100) dans du PMMA (polymethylmethacrylate, une forme pure
de Plexiglass) très épais (jusqu'à 1000 �m). La technologie LIGA, éventuellement associée
à une technique laser, est une des techniques les plus prometteuses. Des engrenages de
réduction, précis et d'autres microstructures sont réalisables avec le procédé LIGA, mais
la méthode est considérée comme chère en raison de l'utilisation d'un faisceau collimaté
de rayons X, fourni par un synchrotron. Le moulage employant la lithographie optique
s'appelle souvent le LIGA du pauvre. Le schéma (1.16) illustre le procédé.
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Fig. 1.16: LIGA est un acronyme des mots allemands Lithographie, Galvanoformung, Ab-
forming, qui signi�ent lithographie, électrodéposition et moulage

Dans la variante utilisant un laser à excimère, l'irradiation a lieu avec du rayonnement
ultra-violet (UV) au lieu de rayons X. Le rayonnement UV est absorbé sur une profondeur
beaucoup plus faible que les rayons X. Il peut aussi être focalisé sur une zone très petite. Il
est alors possible, en irradiant di�éremment des zones voisines, de produire des structures
tridimensionnelles, via le mécanisme de photoablation.

Ainsi, c'est par la combinaison de procédés physiques (rayonnement synchrotron, rayons
UV), chimiques (PMMA), mécaniques (moulage) utilisant des développements récents (mi-
niaturisation), tirés de disciplines de pointe (science des surfaces, interaction rayonnement-
matière), que le développement de micromachines est devenu possible. Les combinaisons de
procédés s'étendent à l'in�ni : le micro-usinage de surface du polysilicium, la combinaison
de la liaison par fusion à la gravure ionique réactive (SFB-DRIE ou Silicon Fusion Bonding
with Reactive Ion Etching) et le SCREAM (Single Crystal silicon Reactive Etching and
Metallisation) en sont des exemples bien connus sur le marché.
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1.3 Conclusions

La boîte à outils des procédés de micro-usinage est très grande et peut être diversi�ée à
l'in�nité, au gré de l'imagination du concepteur. On comprend bien que la bonne conception
est tributaire d'une bonne connaissance des procédés de fabrication et de leurs possibilités.
Concevoir et réaliser des micromachines est donc bien plus que l'utilisation des méthodes de
la microélectronique à un nouveau champ d'applications. Ce sont de nouvelles procédures,
basées sur des e�ets nouveaux, qu'il convient d'appliquer.

La grande majorité des méthodes peut être condensée dans trois catégories principales :

� Dépôt de matière, y compris des procédés de dépôt de �lms minces et de liaison ;

� Dé�nition du modèle en utilisant la lithographie ;

� La gravure.

Sans être exhaustifs, mentionnons encore les questions d'architecture des microma-
chines. Ainsi, comment faut-il disposer, sur une même puce, les éléments mécaniques,
optiques, électriques, pour qu'ils n'interfèrent pas de manière malencontreuse, qu'ils ne
risquent pas de se gêner. Comment les disposer pour qu'en cours de fabrication, un élé-
ment à traiter à haute température, ne détruise pas indirectement, un élément important,
mais ne supportant pas d'être chau�é ?

Comme pour tout appareil, il faut encore véri�er leur fonctionnement, leur �abilité et
leur durée de vie. Or, les échelles étant di�érentes des appareils �classiques�, l'expérience
manque et il faudra mettre au point de nouvelles procédures, de nouveaux tests.

On le voit, ce sont de nouvelles procédures, de nouveaux raisonnements qu'il faut appli-
quer. Et ce, sans oublier que tous les raisonnements intuitifs, à notre échelle, doivent être
revus. Pour cela, il est nécessaire de décortiquer ces raisonnements, même inconscients.
Et comme, de plus, il n'est guère possible de réaliser des prototypes à notre échelle ou de
faire des essais, la modélisation numérique devient un élément essentiel des procédés de
fabrication et de conception, et de véri�cation en fonctionnement.

Référence : [11]



Chapitre 2

Applications des MEMS

Les Microsystèmes Opto-Electro-Mécaniques (MOEMS en jargon anglais) sont des sys-
tèmes de la taille du micron, qui comprennent à la fois des micro-senseurs (incluant éven-
tuellement des fonctions optiques) et des micro-actionneurs ; ils ont donc à la fois la possi-
bilité de percevoir l'état du système et de son environnement, et de réagir à des modi�ca-
tions de cet environnement, à l'aide d'un micro-circuit de contrôle. Ces systèmes peuvent
comprendre en plus de la micro-électronique conventionnelle, des structures intégrant des
mécanismes, des antennes pour l'échange d'informations et parfois de la puissance, des
systèmes de commande, des micro-systèmes de puissance, des micro-relais et des micro-
systèmes de traitement du signal. Les MEMS comprennent donc des mécanismes mis en
mouvement de façon contrôlable. La �gure(2.1) résume les principes de base des MEMS
tandis que la �gure(2.2) donne la dé�nition complémentaire pour les MOEMS.

M é t h o d e s  d e  f a b r i c a t i o n  
d e  l a  µ é l e c t r o n i q u e :
 M i c r o - u s i n a g e  e n  v o l u m e  
 M i c r o - u s i n a g e  e n  s u r f a c e

�  S t r u c t u r e  M a s s e  R e s s o r t
�  S t r u c t u r e  b i m o r p h e
�  M é c a n i s m e  d e  d é p l a c e m e n t  
p a s  à  p a s
e n  t r a n s l a t i o n  o u  e n  r o t a t i o n  

�  M é c a n i s m e  
 a c t i o n n é  p a r  u n e  f o r c e  d   � o r i g i n e  
 *  t h e r m i q u e
 *  é l e c t r o s t a t i q u e
 *  m a g n é t i q u e  
 *  p i é z o - é l e c t r i q u e ,  m a g n é t o - s t r i c t i o n ,  p h o t o - s t r i c t i o n ,  . . .

c o n t r ô l é e  é l e c t r i q u e m e n t  

Q u e l q u e s  r a p p e l s  s u r  l e s  M E M S

Fig. 2.1: Principes de base des MEMS
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R a p p e l s  s u r  l e s  M O E M S

�  U t i l i s a t i o n  d e  M E M S  

+  é v e n t u e l l e m e n t  é l é m e n t s  o p t i q u e s :
 s u r f a c e s  o p t i q u e s ,  µ l e n t i l l e s ,  f i l t r e s ,  f i b r e s ,  
  c o a t i n g s ,  o p t i q u e  d i f f r a c t i v e  o u  i n t é g r é e ,  
  s o u r c e s  o p t i q u e s ,  d é t e c t e u r s  o p t i q u e s , �

�  p o u r  m o d i f i e r     

p r o f i l  o u  d i r e c t i o n  

i n t e n s i t é

p h a s e  o u  f r o n t  d � o n d e  

d � u n  f a i s c e a u  o p t i q u e

�  e n  d é p l a ç a n t  u n  o b j e t  ( m i r o i r )
 e n  i n d u i s a n t  u n e  c o n t r a i n t e  m é c a n i q u e  a y a n t  u n  e f f e t  o p t i q u e  
  ( b i r é f r i n g e n c e )
 e n  v a r i a n t  l a  t e m p é r a t u r e  c o n d u i s a n t  à  u n  e f f e t  o p t i q u e  ( n )

Fig. 2.2: Dé�nitions des MOEMS

Au départ, des curiosités de laboratoire ou des "solutions à la recherche de problèmes,
mieux résolus par les méthodes classiques", les MEMS sont devenus des composants com-
merciaux, "solution idéale, plus élégante ou unique au problème posé" ; cette évolution a
été accentuée par des investissements importants et par de pressions fortes du marché.
Ainsi, sans le savoir, nous sommes déjà envahis par ces micro-puces mécaniques, qui sont
déjà présentes dans les secteurs industriels comme l'automobile, les communications, le
médical, l'informatique ; il y en a des centaines dans nos voitures, dans nos imprimantes
à jet d'encre, dans nos ordinateurs, ... . Ces MEMS sont distribués en di�érents points
pour faire de la surveillance de l'intégrité (health monitoring) de structures civiles ou aé-
ronautiques : mesure de pression, de paramètres structuraux (contraintes de traction et
de cisaillement, déformations), de température, de formation de glace, de dommages de
fatigue, de corrosion, de détection par ondes de Lamb des dommages d'impact, de déla-
minage, de décollement et de corrosion. Ils pourraient être utilisés pour la surveillance en
permanence de notre environnement. L'état des lieux pour les applications terrestres se
résume le mieux à l'aide du tableau présentant les chi�res d'a�aire prévisibles et les types
de produits présents et futurs à très court terme.

Les MEMS trouvent leur utilité dans la plupart des domaines, en particulier, les do-
maines du spatial, du biomédical, de l'automobile , de l'aéronautique, des télécommuni-
cations, des ordinateurs, ... . Le domaine spatial sera plus détaillé, bien que les MOEMS
y soient beaucoup moins intégrés pour l'instant, mais ils permettent d'imaginer quelques
révolutions dans les concepts. Seuls, quelques exemples seront détaillés.



Chapitre 2. Applications des MEMS 29

Fig. 2.3: Marché des MEMS

2.1 Applications spatiales des MOEMS

2.1.1 Les atouts des MOEMS pour le secteur spatial

Les MOEMS contrairement aux applications terrestres, ne sont pas encore très pré-
sents dans l'espace. Pourtant, ils o�rent la possibilité de réaliser en grandes quantités, des
systèmes petits, légers, �ables, intelligents, consommant peu d'énergie, à prix réduit par
la quantité, en réduisant le nombre de composants, en éliminant des étapes d'assemblages
manuels et de contrôles. Leur faible coût permet leur utilisation en redondance ; ils sont ro-
bustes à cause de leur petite taille ; leurs fréquences propres, inversement proportionnelles
à la taille, donc plus élevées, les rendent plus insensibles aux perturbations vibratoires ;
ils permettent des assemblages compacts, précis et stables ; ils sont moins sensibles aux
variations de températures et ont des temps de réponse plus courts (Exemple : un micro
Fabry-Perot travaillant à 1 MHz) grâce à l'inertie réduite). Il se fait que c'est la solution
miracle tant recherchée par les concepteurs de systèmes spatiaux, c'est la solution à laquelle
ils ont toujours rêvé, sans oser l'imaginer. Pour mieux comprendre les problèmes auxquels
sont confrontés ces ingénieurs du spatial, imaginez que votre ordinateur ou votre frigo soit
habituellement soumis aux conditions suivantes :

� Les frais de livraison à domicile s'élèvent à des prix de 250.000 à 1.000.000 de FB, le
kilogramme.

� Le camion de transport n'a pas d'amortisseurs et passe par des routes très accidentées,
donnant lieu à de nombreuses vibrations et à de nombreux chocs

� Le produit est balancé d'un coup de pied du camion et reçoit de votre part, ses
premières instructions par télémétrie tandis que le camion, hors d'état de fonction-
nement, est mis à la ferraille.

� Le produit fonctionne sur des piles solaires, le jour et sur des batteries rechargeables,
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la nuit.

� Le produit doit résister à des niveaux de rayonnement qui sont de 4 à 7 ordres de
grandeur plus importants que ce que vous avez l'habitude d'a�ronter.

� Le produit doit fonctionner sous vide, à des températures parfois extrêmes, pendant
3 à 15 ans sans entretien ni maintenance.

Dans ces conditions, il n'est pas étonnant d'apprendre que ces satellites commerciaux
spatiaux coûtent de l'ordre de 2 MFB, le kilogramme, sans compter des coûts similaires
pour le � camion livreur � (le lanceur). Il me semble clair que le secteur spatial, commer-
cial et scienti�que utilisera un jour, ces MOEMS, non seulement dans ses lanceurs et ses
satellites pour du contrôle ou même pour la simple connaissance de l'environnement, mais
aussi dans tout le segment sol comprenant contrôle, poursuite de satellites et dissémina-
tion des données, et favorisera même un jour des développements spéci�ques au spatial. Si
un industriel spatial peut, en employant des MEMS, réduire de quelques kilogrammes la
masse d'un vaisseau spatial, peut-être pourra-t-il justi�er une fabrication de fonderie spé-
ciale à faible volume de composants spécialisés à l'activité spatiale. La technologie MEMS
pourrait également permettre le développement des utilisations commerciales de l'espace,
par la prolifération de transmetteurs miniaturisés au sol, munis de senseurs. Les MEMS
couplés à la génération actuelle d'électronique digitale et de circuits de télécommunication
pourraient être utilisés pour des applications de télémesure distribuée : par exemple des
transmetteurs de la taille d'un poing ou même moins, pourraient envoyer des informations
sur l'environnement, comme la température, la pression atmosphérique locale, l'humidité,...
directement vers les satellites.

2.1.2 Besoins de l'activité spatiale ?

L'objectif à moyen et long terme de toutes les agences spatiales est de réduire les coûts
et délais, sans réduire les performances, et ainsi permettre d'accroître les applications com-
merciales De nouvelles applications commerciales potentielles (comme par exemple l'exploi-
tation de la micro-gravité, ... et d'autres qu'on n'imagine pas maintenant), nécessiteront
pour naître et se développer, une ou des percées technologiques, comme par exemple, des
matériaux structuraux nouveaux (des matériaux composites à nanotubes de carbone (bu-
ckytubes), de grande longueur). Ces nouveaux matériaux nano-composites, présentent une
gamme variée de propriétés physiques intéressantes et contrôlées. Ils peuvent être ferro-
électriques, supraconducteurs, diélectriques, magnétiques, optiquement actifs, etc., ou sim-
plement posséder une très haute résistance à la rupture ou un indice de réfraction élevé.
Ces matériaux à nano-structure, faciliteront la réalisation de �ltres, capteurs, catalyseurs
spéci�ques et une large variété d'applications en électronique. La Nanotechnologie est de
grande importance pour les applications spatiales, spécialement parce qu'elle procure des
accroissements signi�catifs dans les performances techniques comme la résistance méca-
nique et la densité, qui à long terme, permettront de réduire la masse des satellites et
lanceurs, et d'augmenter les capacités des lanceurs.
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Mission de l'industrie spatiale

La mission de l'industrie spatiale est de fabriquer des automates, qui recueillent des
informations et les transmettent vers des stations placées au sol. Par conséquent, l'opto-
électronique et l'informatique sont des éléments essentiels du spatial. Or, l'électronique,
et surtout celle qui touche les circuits logiques, subit depuis 1985, une amélioration ex-
ponentielle : les performances des composants et des systèmes sont multipliées par dix en
quatre ans. Aucune activité industrielle n'a connu un tel développement, sauf peut-être le
secteur des chemins de fer à ses débuts. Ce progrès est �nancé par le développement des
ordinateurs et le "marché grand public", et non plus, comme auparavant, par le "militaire"
et le "spatial". On peut imaginer le même développement pour les MOEMS. On doit par
conséquent raisonnablement s'attendre à ce que les microsystèmes, qui sont l'extension na-
turelle des composants électroniques, après avoir envahi nos systèmes au sol, envahissent
un jour nos satellites. L'existence de ces composants super-intégrés entraîneront des consé-
quences diverses et conduiront à des nouveaux concepts au niveau satellite, charge utile et
plateforme :

� On peut déjà prédire l'intégration en quantité de ces microsystèmes (capteurs inter-
rogeables à distance, sans �l) pour multiplier à l'in�ni les points de mesure au sol,
lors des essais de quali�cation, sans interférer ni modi�er la réponse de la structure
et sans devoir les démonter après les essais.

� L'intégration de composants plus légers, plus petits, plus intelligents, consommant
moins, (ASIM Application Speci�c Integrated Micro-instruments) ne peut que s'ac-
centuer quand on constate que le nombre de composants photoniques quali�és �
spatial � (photodiodes, APDs, LEDs, IREDs, LDs, VSCELs, opto-coupleurs, CCD's)
est déjà en croissance continue. Cette tendance se con�rmera pour des micro-sensors
(accéléromètres, gyroscopes, sondes de température et de pression, magnétomètres,
des détecteurs infra-rouges non refroidis), des micro-batteries (on peut montrer que
la miniaturisation des batteries ne peut se poursuivre dans la voie chimique mais par
des micro-machines thermodynamiques), des antennes, des détecteurs à e�et tunnel.
Des microsystèmes quali�és � spatial � (capteurs et actionneurs) seraient également
introduits en nombre, pour le contrôle de l'environnement spatial, pour la surveillance
de l'état de santé de la structure et pour que le système "réagisse" en temps utile.
En attendant une utilisation plus intensive de l'espace, on ne pourra cependant pas
justi�er économiquement des développements spéci�ques pour le spatial ; l'alterna-
tive qui restera longtemps, l'option préférée dans beaucoup de cas, sera d'exploiter
les technologies disponibles sur le marché, après une sélection et des tests de qua-
li�cation. A court terme, l'activité spatiale principale consistera donc à réaliser le
conditionnement spéci�que et la quali�cation spatiale.

� Les Micro/Nano-technologies qui pourraient rapidement être présentes dans tous les
sous-systèmes des plate-formes (� Service Modules �) de satellites, sont les systèmes de
contrôle d'attitude et d'orbite (micro-senseurs, gyroscope, micro-roues à inertie), les
systèmes de propulsion (micro-propulseurs) et de l'électronique basée sur des ASIC's
dédicacés.

� On peut imaginer aussi des charges utiles de plus en plus compactes, rendues pos-
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sibles par les développements technologiques notamment en micro-électronique et en
micro-systèmes ; par contre, certains composants ou sous-systèmes comme l'optique
(la résolution est une fonction de la taille de l'ouverture du télescope), les antennes
ou les radiateurs de refroidissement ne peuvent pas être réduits indé�niment, même
si des développements technologiques sont apportés, car ces éléments sont limités par
la physique au premier ordre, non sujette à des améliorations technologiques, comme
la limite de di�raction, le bruit photonique, la limite de Nyquist, la limite de transfert
radiatif (loi de Planck). Ces contraintes sont incontournables par des développements
technologiques.

� Cependant, même pour des composants dimensionnés par la physique, des amélio-
rations en matériaux et en techniques d'assemblage, peuvent cependant changer les
concepts et permettre par exemple, de réaliser de grandes ouvertures optiques pour
des petits satellites, en utilisant des technologies déployables ou gon�ables.

� De nouveaux concepts d'instruments scienti�ques qu'on ne pouvait concevoir avant
l'existence des MOEMS, devront naître ; ainsi, des études de faisabilité sont déjà en
cours à l'Agence Spatiale Européenne pour les missions spatiales futures et pour le
successeur à la NASA, du Hubble Space Telescope (HST), le New Generation Space
Telescope (NGST) pour lequel l'utilisation de MOEMS sous forme de micro-miroirs
ou de micro-fentes permettrait de combiner deux instruments scienti�ques en un seul
d'un nouveau type : deux types de spectrographes en un seul spectrographe à fentes
variables d'Hadamard.

� De nouveaux concepts de missions, en particulier celui de constellations, pour des
applications commerciales ou scienti�ques d'étude de la Terre ou d'une planète :
Une constellation est un ensemble de satellites identiques, placés sur des orbites de
même altitude, mais d'inclinaison et de phasages di�érents, et remplissant tous la
même fonction, à partir de positions di�érentes comme par exemple actuellement les
constellations GPS pour le positionnement et la navigation.
La Constellation pionnière de micro-satellites appelée � Trailblazer mission � com-
prend trois satellites miniatures pour tester de nouvelles technologies spatiales dont
des MOEMS. Ils sont de la taille d'un gros gâteau d'anniversaire, (octogone de 400
mm de diamètre et de 200 mm de hauteur), ayant la masse d'un PC de bureau,
su�samment intelligents pour voler en formation autonome autour de la Terre.

Fig. 2.4: Exemple de mission de micro-satellites : Trailblazer mission
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� L'objectif �nal est de réduire considérablement les tailles, masses et coûts relatifs des
missions tout en augmentant les retombées scienti�ques, et d'imaginer et de concevoir
des missions futures, en constellations de satellites légers (environ 20 kg), fortement
miniaturisés et autonomes. Des constellation de plus de 100 satellites autour de la
Terre, pourraient, par exemple, contrôler l'environnement de la terre. La miniaturisa-
tion permet d'imaginer dès aujourd'hui, le passage au microsatellite dont la masse va
de 10 à 100 kg et l'on peut prévoir des constellations de microsatellites ou même des
nouvelles générations de nanosatellites (1 à 10 kg), de picosatellites (0.1 à 1 kg), fem-
tosatellites (< 0.1 kg) bien que l'ESA mentionne une limite raisonnable à 1 litre pour
des raisons de dissipation thermique de la puissance minimale générée. L'exemple
suivant montre deux pico-satellites liés (tethered satellites) communiquant entre eux
par radio micro-puissance. Le lien les maintient à distance pour les liaisons croisées
mais en plus, le lien contient de �ns torons de �ls d'or qui facilitent la poursuite radar.
A l'avenir, on imagine utiliser des liens �bres optiques pour les communications et
d'autres con�gurations de constellations en essaim pour lesquelles cette expérience
sera utile.

Fig. 2.5: Picosatellite

� Le concept actuel de satellite, comme véritable individu possesseur de fonctions
propres qui lui permettent de vivre et de survivre (alimentation, contrôle d'attitude,
radiocommunications, etc.) disparaîtra pour une réduction de cette personnalité, par
la distribution de certaines des fonctions à des constellations. Ainsi les télémesures
seront envoyées à une constellation de satellites de communication remplissant le rôle
de relais, comme le fait déjà le réseau TDRSS (Tracking and Data Relay Satellite
System) pour la navette spatiale. Bientôt, plusieurs récepteurs GPS placés à bord
d'un satellite permettront de connaître son attitude et de calculer directement les
données nécessaires à son orientation. On peut donc prévoir la disparition future
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des senseurs d'horizon et des centrales à inertie dont la fonction sera assurée par un
système extérieur.

Fig. 2.6: Nombre de satellites nécessaires pour une couverture au sol

� Les missions les mieux adaptées aujourd'hui pour recevoir les micro-technologies sont
de petits satellites de télécommunications en orbite basse (LEO). Les missions de
services et de satellites liés à un autre � normal � se trouvent également en bonne
position ; ces derniers ne nécessitent pas de propulsion ni de sous-systèmes de com-
munication. Les missions de surveillance de l'environnement de la Terre sont de bons
candidats pour la micro-technologie, principalement du point de vue de la miniatu-
risation des instruments. Le CNES va lancer prochainement (mi-2001) DEMETER,
un projet de micro-satellite � basse altitude �, dont l'objectif principal est l'étude des
signaux électromagnétiques engendrés par des événements sismiques ou volcaniques.
Il s'agira de la première mission de la �lière micro-satellite du CNES (Centre National
d'Etudes Spatiales). Ce genre de mission de détection de catastrophes (inondations,
feux de forêts, pollutions, tremblements de Terre,...) nécessite un essaim de satellites
pour limiter les temps de réaction.

� Des satellites sur puce, micro-satellites tout silicium ! Contrairement à la majorité
des autres matériaux, considérés comme � inertes �, le silicium par exemple peut
être utilisé comme matériau multi-fonction : comme structure, substrat électronique,
substrat de MEMS, bouclier radiatif, système de contrôle thermique, et matériau
optique. Par une conception adéquate, il pourrait jouer toutes ces fonctions à la fois.

Parmi les six investissements supplémentaires de développements technologiques, re-
commandés par le National Research Council, à la NASA parce que insu�samment �-
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nancées par la NASA ou d'autres sources de �nancement, on retrouve les systèmes micro-
électro-mécaniques, dédicacés au spatial, pour lesquels les recommandations suivantes sont
faites :

� Réaliser des investissements su�sants pour les technologies à intégrer dans les plate-
formes (bus) pour pro�ter au maximum de systèmes spatiaux miniaturisés.

� Développer des �charges utiles� de missions uniques NASA, qui (contrairement à
des systèmes comme des accéléromètres miniatures ) ne sont pas susceptibles d'être
rendues disponibles par d'autres activités commerciales

� Trouver des solutions aux problèmes spéci�ques aux missions spatiales, comme par
exemple survivre dans un environnement unique (radiations et vide), réaliser des
faibles lots de pièces et contrôler des formations distribuées de petits satellites.

2.1.3 Freins actuels à l'utilisation spatiale des MOEMS

Il faut reconnaître quelques désavantages ou quelques freins à l'utilisation des MOEMS,
qui demanderont notamment des comportements nouveaux :

� Nouvelle façon de concevoir les systèmes et nouveaux outils de conception plus per-
formants. Les outils de conception de structures classiques (Samcef, Nastran, Ansys,
Abacqus, etc.) ne sont plus adaptés à la simulation (analyse et conception assistées par
ordinateur) des micro-systèmes. En e�et, les hypothèses du comportement physique
faites à notre échelle ne sont pas applicables à celles des MEMS. Des phénomènes
qui peuvent habituellement être pris en compte de manière découplée (thermique,
mécanique, e�et électrostatique, etc.) ne le sont plus dans le domaine du micron. Il
faut prendre en compte le problème complet et considérer des couplages forts.

� Changement de culture à adopter pour accepter les nouveaux concepts de mission et
de charges utiles, et ainsi exploiter à fond les avantages des MOEMS.

� Changement de fabrication : la fabrication en faibles lots, de composants spéci�ques
spatiaux, demandera peut-être le développement de nouvelles technologies moins
chères pour concevoir, produire et tester.

� Leur �abilité sous rayonnement reste encore à démontrer. A côté des dégâts habituels
à craindre, le phénomène de charge électrique dans le plasma spatial ou par radiation-
déposition, peut conduire à des forces électrostatiques intenses, amener les parties en
mouvement en contact et risquer des problèmes de collage ou soudage à froid.

� Problèmes d'interfaçage pour l'intégration actuelle des premiers MEMS, dans les
systèmes conventionnels : Connecteurs et voltage (Bus standard 28 V <�> 3 V
MEMS).

� Softwares de bord plus complexes devant traiter plus de données.

� Durée de vie : basses T pour certaines applications (NGST) nécessitant de nombreux
cycles de fonctionnement, importance des forces de surfaces (frottement, ...), choix
plus limité dans les matériaux

� Coûts du conditionnement et de l'interconnexion plus élevés, di�érents des semi-
conducteurs car l'interaction avec l'environnement est nécessaire.
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� Caractérisation des matériaux et systèmes, et nouveaux phénomènes à l'échelle du
micron non évidente : développement de nouveaux moyens de véri�cation et de qua-
li�cation

� Nouvelle façon de concevoir un satellite. Concept de � satellite tout Si �, satellite sur
puce.

2.1.4 Les MOEMS spatiaux d'aujourd'hui et à court terme

Actuellement, on commence à rencontrer les applications spatiales suivantes des MOEMS :

� Des systèmes de contrôle et de commande : de la � MEMtronique" pour avoir une
logique digitale moins sensible à la température et résistante aux radiations.

� Un système de guidance inertiel

� Micro-gyroscope (de concepts variés)

� Micro-accéléromètre.

Fig. 2.7: Micro-accéléromètre 3D

� Micro-miroir et micro-optique pour gyroscope à �bre optique

� Système d'acquisition et de contrôle d'attitude

� Micro-senseur du soleil et de la terre

� Micro-magnétomètre

� Micro-propulseur

� Système de puissance

� Diodes bloquantes MEMtroniques

� Interrupteur MEMtronique pour recon�gurer un réseau de cellules solaires ac-
tives

� Micro-générateur thermoélectrique
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Fig. 2.8: Générateur thermoélectrique

� Système de propulsion

� Micro senseur de pression

� Micro senseur chimique

� réseau de propulseurs à une impulsion digitale

� Micro-propulseur continu (gaz froid, combustible solide, resistojet et moteur
ionique)

� Micro-propulseur pulsé (goutelettes chargées, électrolyse de l'eau, plasma pulsé)

� Système de contrôle thermique

� Micro-caladuc

� Micro-radiateur

� interrupteur thermique

� Système de communication et radar

� interrupteur de fréquence radio à basse résistance, basse puissance, à bande
passante très large.

� Micro miroir et micro optique pour communication laser

� Capacités, inductances et oscillateurs variables

� Senseur d'environnement spatial

� Magnétomètre

� moniteur d'accélération (accéléromètre nano-g)

� Senseur semi-autonome distribué

� senseur ASIM multi-paramètre, avec accéléromètres et senseur chimique

� Interconnexion et conditionnement

� Interconnexion et conditionnement prévus pour faciliter les réparations (active
velcro)
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� Interconnexion des structures programmées par champ

� Interconnexion intelligente pour rétroaction.

� Optique

� Modi�er le pro�l spatial ou la direction d'un faisceau switch

� pour multiplexage optique

� lecture de codebar

Fig. 2.9: Déviation d'une �bre optique par e�et thermique

� Modi�er l'intensité d'un faisceau

� stops

� atténuateurs/ré�ecteurs variables

� modulateurs Fabry-Perot
Il s'agit d'une membrane actionnée par voie électrostatique qui commute
d'un état de ré�exion maximum à un état de ré�exion minimum pour chaque
pixel de la matrice. Le contraste est de 20dB. Ce MOEMs peut servir d'ob-
turateurs, d'atténuateur variable ou de modulateur.

Fig. 2.10: Filtre de type Fabry-Perot à membrane



Chapitre 2. Applications des MEMS 39

Fig. 2.11: Matrice de 1000 miroirs

� Modi�er la phase ou la forme du front d'onde d'un faisceau

� Interférométrie

� optique adaptative (miroirs segmentés) Voir �gure(2.11)

� �ltre accordable

� microspectromètres

� senseur chimique

� diode laser accordable en longueur d'onde

� accéléromètre optique

� microbolomètres
Il s'agit d'un instrument qui permet de détecter un �ux d'énergie tel que
celui créé par des photons. Ce micro-bolomètre est constitué d'un réseau de
micro-membranes qui déterminent la quantité d'énergie reçue. La matrice
comprend 240 � 336 pixels de 50 �m. Il permet de détecter 0.04ÆC à 30
Hz.

Fig. 2.12: Microbolomètre
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2.2 Domaine Biomédical

Dans le domaine biomédical, les applications des MEMS sont multiples. Comme le
montre la �gure (2.13), des microsystèmes peuvent être utilisés dans des senseurs de pres-
sion artérielle, de pression intracranienne, dans des pacemaker, dans des prothèses auditives,
sous la forme de pompe à injection,... Seulement, quelques exemples seront développés.

Fig. 2.13: Application bio-médicale
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2.2.1 Pacemaker

Le pacemaker de la �gure (2.14), comprend deux systèmes de senseurs, un accéléromètre
et un ventilation minuscule. L'accéléromètre détecte les mouvements dus à une activité et
informe l'appareil d'agir en conséquence.

Fig. 2.14: Pacemaker

2.2.2 Imagerie de la paroi gastrique

La capsule munie d'une caméra est avalée par le patient et se déplace lentement grâce
aux mouvements naturels du corps. Un enregistreur sans �l est attaché à la ceinture du
patient et reçoit le signal envoyé par la capsule.

Fig. 2.15: Capsule M2A
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2.2.3 Micro-aiguilles indolores

Un système d'injection transdermique, à base de micro-aiguilles, comparable à un spara-
drap, simple à utiliser, permettrait d'administrer des médicaments, habituellement injectés
par une seringue. Contrairement aux patchs, qui sont limités à l'emploi de petites molécules
lipophiles, di�usant entre les cellules du stratum corneum (partie externe de l'épiderme),
les micro-aiguilles, traversant l'épiderme, permettraient d'injecter une grande variété de
molécules. N'atteignant pas les terminaisons nerveuses du derme, elles seraient de plus
indolores. A l'heure actuelle, on a mis en évidence cette absence de douleur avec des es-
sais sur patients (sans injection) et, d'autre part, on a évalué la capacité de di�usion de
ces micro-aiguilles grâce à des injections sur peau morte de sérum albumine, une grosse
protéine.

C'est une technique classique de micro-électronique, la pulvérisation ionique réactive,
qui a permis de fabriquer sur un carré de 3 mm de côté, ce réseau de 400 micro-aiguilles en
silicium, longues de 150 micromètres et pas plus épaisses qu'un cheveu. Le procédé consiste
à arracher des atomes à une cible (ici en silicium) sous l'e�et d'un faisceau d'ions avec
lesquels elle est particulièrement réactive. Un masque en résine permet d'opérer une sorte
d'usinage à l'échelle atomique. La technique est couramment utilisée pour l'impression de
circuits intégrés, mais pour des épaisseurs bien moindres. Si le système fait ses preuves, on
pourrait alors imaginer de graver un microprocesseur en même temps que les micro-aiguilles
pour disposer d'un système de délivrance de médicaments programmable, par exemple chez
les diabétiques pour contrôler l'injection d'insuline en fonction de leur glycémie.

Fig. 2.16: Aiguilles indolores
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2.2.4 Micro-pompe piézoélectrique à micromembrane

Une pièce massive en matériau piézoélectrque est attaché à une �ne membrane de
silicium pour former le mécanisme de pompage. Le �ux de la micro-pompe, peut être
ajusté par la fréquence et l'amplitude du signal de contrôle. La pompe est intégrée avec
son électronique de contrôle. Fonctionnant avec des liquides variés (organiques, à base
d'eau) et des gaz, on imagine des applications médicales comme le dosage très précis de
médicaments.

Fig. 2.17: Micro-pompe

2.2.5 Micro-capillaire pour micro-dosage précis

Les micro-canaux présentent une excellente reproductibilité et miniaturisation de la
fabrication en batch et une précision de dosage élevée. Le système intégré comprend une
restriction micro-�ux, avec un réservoir de médicament sous pression, une vanne, un senseur
de température et un micro- contrôleur.

Fig. 2.18: Micro-capilaire
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2.3 Domaine automobile

L'une des premières applications des MEMS dans le domaine de l'automobile est un
micro-accéléromètre pour airbags. Grâce à lui, le prix des airbags a fortement diminué et
ceux-ci ont pu être installés sur tous les types de voiture. Des micro-capteurs de pression
apparaissent aussi au niveau des pneus, imposant l'arrêt de la voiture si cette pression
devient critique.

Fig. 2.19: Application dans le domaine automobile

Références :[15],[1],[6],[4],[11]



Chapitre 3

Approche théorique

Les chapitres précédents montrent qu'il existe di�érentes types de microsystèmes. Ce
travail se limite seulement à l'étude de l'e�et capacitif présent, par exemple dans les accé-
léromètres et les actuateurs. Les domaines physiques dont nous tiendrons compte princi-
palement, sont l'électromagnétisme et la mécanique.

Fig. 3.1: Actuateurs [16]

3.1 Champ électromagnétique

3.1.1 Equations de Maxwell

Les lois de base de tout champ électromagnétique sont les équations de Maxwell :8>><>>:
rotE = �@B

@t

divD = �t
divB = 0
rotH = i+ J+ @D

@t

45
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où �t est la densité de charge volumique totale, J est la densité surfacique de courant due
aux charges libres et i le courant imposé. Les équations constitutives sont :8<:

J = �E
B = �H
D = "E

où �, " et � sont des paramètres caractéristiques des matériaux utilisés. La dépendance de
ces paramètres par rapport au temps, à la température et aux contraintes appliquées va
être négligée dans cette approche.

3.1.2 Etude adimensionnelle

Les deux équations de base de l'électromagnétisme peuvent se rassembler pour construire
deux équations non couplées.�

rotE = �@B
@t

rotH = i+ J+ @D
@t

 

�
rot(rotE) = ��@i

@t
� ��@E

@t
� "�@2E

@t2

rot(rotH) = rot(i)� ��@H
@t
� "�@2H

@t2

Pour e�ectuer une étude adimensionnelle, les hypothèses suivantes devront être considérées.
Les ondes électromagnétiques se propagent sinusoïdalement à une fréquence !. Le courant
imposé i évoluera de même car il dépend de la variation du déplacement de la plaque
supérieure dx

dt
, source de la variation du champ électromagnétique. Les équations deviennent

alors : � 4E� j!��E+ !2"�E = j!�i
4H� j!��H+ !2"�H = �rot(i)

La longueur caractéristique de la structure selon z se nommera Lz. d sera la distance entre
les deux plaques de la capacité. L'expression du courant imposé i se résume à i = dq

dt
=

!CV = !"0E. L'équation adimensionnelle du champ électrique est :

(
3

L2
z

� j��! + "�!2)E = �!2"0E

Des paramètres physiques permettront de simpli�er cette équation :

Dé�nition Dénomination Unité

Æ =

r
2

!��
Profondeur de pénétration m

� =
2�

k
Longueur d'onde m

k =
!

cl
Nombre d'onde m�1

cl =

r
1

"�
Vitesse de propagation de la lumière m=s

(
3

L2
z

� j
2

Æ2
+

4�2

�2
� 4�2

�2
)E = 0
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Les nombres adimensionnels suivants permettront d'interpréter physiquement les phéno-
mènes : 8>>>>><>>>>>:

g1 = (
�

Lz

)2

g2 = (
Æ

Lz

)2

g3 = (
�

Æ
)2

Dans le cas d'une structure en silicium oscillant à une fréquence de 10 kHz (maximum
atteint par la plupart des MEMS), ces di�érents paramètres peuvent être calculés. La
conductivité peut varier de 5 à 106 
�1m�1. La permitivité du vide "0 est de 8:85410�12F=m
et la perméabilité � est de 4�10�7H=m. La longueur caractéristique Lz est de l'ordre du �m.
La vitesse de propagation de la lumière dans l'air est environ 3 108m=s. Le nombre d'onde
k vaut alors 3:33 10�5 m et la longueur d'onde 2 105 m�1. La profondeur de pénétration
vaut 5:6m lorsque la conductivité est prise à 5 
�1m�1.

Le paramètre g1 indique l'importance relative de la longueur d'onde par rapport à la
dimension caractéristique de la structure.

� Si g1 � 1, le problème est électrique ou magnétique.

� Si g1 ' 1, le problème est de la famille électromagnétique.

� Si g1 � 1, il faut utiliser le modèle de l'optique géométrique.

Dans ce problème, g1 est de l'ordre de 4 1022. L'approche électromagnétique est donc
écartée.

Le deuxième paramètre g2 sert à déterminer la présence d'e�et de peau dans les
problèmes de type magnétique.

� Si g2 � 1, le problème est magnétostatique

� Si g2 � 1, le problème est magnétodynamique

Dans ce problème, g2 vaut 3 1013. Le problème sera plutôt de type magnétostatique que
magnétodynamique.

Le troisième paramètre g3 montre l'importance relative de la conductivité électrique
par rapport au déplacement électrique si g1 � 1.

� Si g3 � 1, l'approche sera électrocinétique.

� Si g3 ' 1, l'approche sera électrodynamique.

� Si g3 � 1, l'approche sera électrostatique.

Le paramètre g3 peut être approximer par le rapport :

g3 ' �

!"

L'ordre de grandeur de ce paramètre dans ce problème varie entre 1013 et 108. Cela indique
que l'approche électrostatique est préconisée. Mais ceci est valable dans les problèmes
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habituels avec courant. Dans le cas d'une capacité, la situation n'est pas classique. Il
se peut que la dynamique répartisse non uniformément les charges sur la capacité. Une
solution analytique est assez di�cile à obtenir. Une approche par éléments �nis sera donc
utilisée au chapitre (4).
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3.2 Piézoélectricité

3.2.1 Présentation de la pyroélectricité et de la piézoélectricité

Depuis des temps très anciens, il est connu que les minéraux peuvent s'électriser, c'est-
à-dire acquérir des charges électriques. Toutefois, quand ils se présentent sous forme de
cristaux, ils peuvent se charger électriquement de manières di�érentes, par exemple après
avoir été soumis à une variation de température ou à des tensions mécaniques. Ces pro-
priétés, respectivement appelées pyroélectricité et piézoélectricité, se rencontrent dans ces
types particuliers, où l'on note toujours l'absence d'un centre de symétrie dans le réseau
cristallin. La piézoélectricité consiste en la formation de charges électriques quand le cristal
subit des sollicitations mécaniques. Le cas le plus commun est celui dans lequel la sollicita-
tion correspond à une compression le long d'une certaine direction, et un exemple typique
est celui du quartz ; par compression, les cristaux de ce minéral s'électrisent. A l'inverse, si
l'on soumet un cristal de quartz à un champ électrique, il se comprime ou se dilate. Si le
champ électrique est oscillant, comme dans beaucoup de circuits ordinaires, le fragment a
tendance à vibrer à la même fréquence que le champ, et si celle-ci correspond à sa fréquence
de résonance, le cristal contribuera à stabiliser les caractéristiques du circuit.

3.2.2 Axes de symétrie et propriétés électriques

Di�érentes études démontrent que le phénomène de la piézoélectricité se limite aux
cristaux privés de centre de symétrie. Cependant, pour que se révèle également la pyroélec-
tricité, la présence de classes de symétries privées de centre n'est pas toujours su�sante, il
faut en fait que soient présents, les dénommés �axes de symétrie polaires�, le long desquels
les propriétés du cristal di�èrent dans les deux sens, en outre, la direction des axes doit
être unique. En d'autres termes, il ne doit pas y avoir dans le cristal d'autres directions
équivalentes par symétrie. Le quartz n'est que piézoélectrique, bien qu'il montre des phéno-
mènes secondaires de pyroélectricité due à des tensions internes qui peuvent se développer
par un réchau�ement non uniforme, celui-ci amorce ensuite le phénomène piézo-électrique,
développant des charges. D'un point de vue théorique, la piézoélectricité est une interaction
(supposée) linéaire entre les �systèmes électriques� et les �systèmes mécaniques� ; la py-
roélectricité, entre les �systèmes électriques� et les �systèmes thermiques�. Les processus
d'interactions possibles entre chaque paire de systèmes sont illustrés sur la �gure(3.2). Il
peut y avoir conversion d'énergie entre les systèmes par une variation des variables d'état
physique des systèmes. Ce processus d'interaction entre dans la catégorie des transfor-
mations quasistatiques dans la classi�cation de la conversion de l'énergie. L'énergie d'un
système peut être dé�nie de façon univoque par des variables d'état, extensives du système,
qui sur la �gure(3.2), sont représentées par les quantités aux sommets du triangle intérieur.
Chaque variable extensive est conjuguée à une variable intensive ou �force généralisée� (les
sommets du triangle extérieur sur la �gure(3.2)) pour dé�nir l'énergie, et la relation entre
chaque variable intensive et extensive, fait intervenir les caractéristiques du milieu consi-
déré, conduisant aux concepts de relations constitutives, coe�cient de couplage, etc.
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Fig. 3.2: Processus d'interaction entre les systèmes électriques, mécaniques et thermiques.

3.2.3 Exemple simpli�é de l'utilisation des fonctions thermodyna-

miques

L'utilisation des fonctions d'état thermodynamique, facilite la dérivation des di�érentes
relations souhaitées. Ceci sera présenté ci-dessous, sur un exemple simpli�é, pour présenter
la méthode et quelques propriétés. La méthode sera généralisée à des situations réelles, dans
la suite, sans entrer dans les détails de la démonstration. Ainsi, dans un système linéaire,
couplant deux phénomènes di�érents caractérisés par des variables d'état x et y, l'enthalpie
libre G (ou fonction de Gibbs), par exemple, est une fonction homogène quadratique des
ces variables intensives :

G(x; y) =
1

2
a11x

2 + a12xy +
1

2
a22y

2

où x = y = 0 à l'équilibre. L'existence d'une interaction vient du terme de couplage

a12 =
�

@2G
@x@y

�
x;y=0

Les variables extensives X, Y , conjuguées aux variables extensives ou

forces généralisées x,y, sont dé�nies par la relation : dG = Xdx+Y dy. C'est ainsi que l'on
trouve, par dérivation de G, les relations constitutives, appelées de � type (x,y) � parce
que les variables indépendantes sont les variables intensives x,y :(

X =
�
@G
@x

�
y
= a11x+ a12y

Y =
�
@G
@y

�
x
= a12x + a22y
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La relation de réciprocité a12 = a21 découle de l'indépendance vis à vis de l'ordre de di�é-
rentiation de la dérivée seconde, de la fonction d'état. ay11 et a

x
22 sont appelées les constantes

principales ou primaires des deux systèmes et dans le cas piézoélectrique, elles représentent
la susceptibilité électrique et l'inverse de la raideur élastique, la compliance élastique. Dans
le cas couplé, ces constantes principales ne peuvent être spéci�ées individuellement ; elles
dépendent des systèmes en couplage, dont l'importance est mesurée par le coe�cient de
couplage

k =

s
a212

a11a22
(3.1)

La forme de type (X,y) de la relation de constitution, s'écrit, après simple changement de
variables et après substitution :8>><>>:

x =
1

ay11
X � a12

ay11
y

Y =
a12
ay11

X +

�
ax22 �

a212
ay11

�
y

On voit que la raideur du système est di�érente pour X = 0 de celle pour x = 0 :

aX22 =

�
ax22 �

a212
ay11

�
= ax22

�
1� k2

�
Ces développements simples montrent comment obtenir les relations constitutives et dé-
montrent que pour déterminer la constante principale d'un des deux systèmes couplés, il
est nécessaire de spéci�er la situation de l'autre système couplé, comme condition. La va-
riable maintenue constante a son importance et est indiquée en indice supérieur ; ainsi, la
constante principale d'un système à variable intensive constante est reliée à la constante
à variable extensive constante, par la relation : aX22 = ax22(1 � k2) . Les mêmes dévelop-
pements et les mêmes conclusions s'appliquent aux cas réels, qui sont juste un peu plus
compliqués par le nombre de variables et par le caractère tensoriel et non seulement scalaire,
de certaines variables.

3.2.4 Dé�nition des notations choisies et quelques rappels

En thermique, la variable intensive est la température, notée �, pour éviter la confusion
avec le tenseur des contraintes. Elle est conjuguée avec la variable extensive, l'entropie par
unité de volume, notée �. Si � représente la densité et C, la chaleur spéci�que par unité
de masse, on a en l'absence de couplage avec un autre système :

Æ� =
�C

�
Æ�

En piézoélectricité linéaire, les équations de l'élasticité linéaire sont couplées à l'équation
de la charge de l'électrostatique au moyen des constantes piézoélectriques. En élasticité, le
tenseur (polaire, de rang 2) de déformation relative (variable extensive) s'écrit :

Sij =
1

2
(ui;j + uj;i) (3.2)
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où ui représente la composante i du déplacement et "; i" désigne @
@xi

. Le tenseur (polaire, de
rang 2) de contrainte (variable intensive) s'écrit Tij. En l'absence de couplage, les relations
linéaires de l'élasticité entre ces deux tenseurs, font intervenir des tenseurs de rang quatre,
la constante de raideur élastique cijkl , le coe�cient de compliance élastique sijkl, inverse
de la raideur. �

Tij = cijklSkl
Sij = sijklTkl

Le vecteur densité de force s'appliquant sur une surface de normale �!n , s'écrit :
Tj = niTij

En présence de forces volumiques, comme l'accélération, l'équation d'équilibre des quantités
de mouvement s'écrit :

Tij;i = ��uj (3.3)

ou � est la masse volumique. L'approximation quasi-électrostatique des équations électro-
magnétiques peut se justi�er parce que les vitesses de phase des ondes acoustiques sont
approximativement cinq ordres de grandeur plus faibles que les vitesses des ondes électro-
magnétiques. Dans ces conditions, les e�ets magnétiques sont négligeables par rapport aux
e�ets électriques. En l'absence de couplage, la relation entre le champ électrique E et le
vecteur déplacement électrique D ou le vecteur polarisation P peut s'écrire :

Di = "0Ei + Pi

On a ainsi : �
Di = "ijEj où "ij est la constante diélectrique
Ei = �ijDj où �ij est l'imperméabilité diélectrique

La variable intensive est le champ électrique E et la variable extensive est au choix, le
déplacement électrique D ou la polarisation P (P pour les développements plus théoriques
et D pour les analyses pratiques). Le champ électrique dérive d'un potentiel électrique
scalaire � :

Ei = ��;i (3.4)

Le vecteur déplacement électrique véri�e l'équation électrostatique pour un isolant :

Di;j = 0 (3.5)

Remarquons que, bien que les équations de champ électrique soient statiques, elles dé-
pendent du temps à cause du couplage aux équations de la dynamique. Le vecteur �ux
d'énergie électrique à travers une surface, dépendant du temps, est donné par � _Di qui est
la forme dégénérée du vecteur de Poynting, dans l'approximation quasistatique.

Pour illustrer le problème simpli�é du paragraphe précédent, considérons à présent
une relation constitutive, en présence d'un processus d'interaction ; par exemple, on peut
dire qu'il y a interaction thermo-mécanique entre les systèmes thermique et mécanique,
et ce couplage thermomécanique fait que la chaleur spéci�que et l'élasticité ne sont plus
indépendantes. On trouve ainsi les relations suivantes :�

Æ� = �CT

�
Æ� + �0

klTkl
Sij = �ijÆ� + s�ijklTkl
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� est le coe�cient de dilatation thermique tandis que �0 représente l'e�et sur l'entropie,
des contraintes. CT est la chaleur spéci�que massique à T constant (nul) c'est-à-dire cristal
libre ; s� , la matrice de compliance à température constante. Les relations de réciprocité
montrent que � = �0.

Si on passe à une formulation de type (Æ�; S), la chaleur spéci�que à déformation nulle
(cristal clamé) apparaîtra. Comme pour les gaz où la chaleur spéci�que à pression constante
di�ère fortement, de celle à volume constant (car les variations de volume sont importantes
pour un gaz), ici, dans le cas d'un solide, on a aussi une relation entre les deux chaleurs
spéci�ques :

CS = CT (1� k2)

avec k2 =
��ij�kl (s

�1)
�

ijkl

�CT
.

3.2.5 Dérivation des équations à partir des fonctions thermody-

namiques

Une façon élégante de démontrer les relations de réciprocité et les relations de consti-
tution, est de partir des fonctions thermodynamiques, qui sont des fonctions d'état. En
fonction du choix des variables indépendantes retenues, la fonction thermodynamique cor-
respondante sera sélectionnée. La �gure (3.3) résume les choix possibles : l'énergie interne
U , l'enthalpie H, l'énergie libre F (Fonction de Helmholtz) et l'enthalpie libre G (Fonc-
tion de Gibbs), et les variables indépendantes correspondantes. Le tableau (3.3) se limite

V a r i a b l e s  
c o n j u g u é e s

V a r i a b l e s  e x t e n s i v e s

V a r i a b l e s  i n t e n s i v e s

nni j

nni j

DES

DES

−=

=−=

i j

i j

T--U                            

                                                  

-U                                                       T-U

                                                          

 E )T ,,G (ET ,

D )S ,,F (E )T ,,H (

DS ,                     D )S ,,       U (          

θ σ

θ σ

θθ

θσ

σσ

Fig. 3.3: Tableau des relations thermodynamiques

aux choix où les deux variables indépendantes électro-mécanique sont soit toutes les deux
intensives soit toutes les deux extensives.

L'égalité des dérivées secondes en changeant l'ordre de dérivation, conduit aux relations
de réciprocités recherchées. La �gure(3.4) ci-dessous, résume la démarche et présente les



Chapitre 3. Approche théorique 54

relations de réciprocité, obtenues à partir de la fonction thermodynamique de Gibbs, prise
comme exemple.

Fig. 3.4: Relation de réciprocité

Dans la Figure (3.5) ci-dessous, les constantes principales ou primaires de chacun des
trois systèmes, en présence du couplage, sont à gauche du tableau tandis que les trois
expressions de droite, sont les constantes de couplage de ces systèmes pris deux à deux.
Les indices supérieurs indiquent les variables indépendants maintenues constantes.
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Fig. 3.5: Expression des constantes
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Chaque constante physique primaire est introduite comme la dérivée seconde d'une
fonction thermodynamique appropriée par rapport à un même ensemble de variables indé-
pendantes. Les deux autres ensembles de variables indépendantes notées en indice supérieur
sont maintenues constantes. Chaque constante de couplage est la dérivée seconde par rap-
port à deux variables di�érentes et doit avoir la même signi�cation quand on permute
l'ordre de di�érentiation. Ainsi, d représente la variation de déplacement électrique avec
la contrainte mécanique mais aussi la variation de déformation relative par rapport au
champ électrique. Sachant que G est une fonction homogène de degré deux en les variables
intensives, on peut écrire :

G =
1

2

�
Æ�

Æ

Æ�
+ Tij

Æ

ÆTij
+ En

Æ

ÆEn

��
Æ�

Æ

Æ�
+ Tij

Æ

ÆTij
+ En

Æ

ÆEn

�
G

En di�érentiant G, selon les équations du tableau (�gure (3.6)), on trouve l'ensemble des
relations constitutives du système couplé ; elles sont ici de type (Æ�; T; E).

Fig. 3.6: Equation du type (Æ�; T; E)

Les constantes de couplage d, �, p correspondent aux e�ets électro-mécaniques, thermo-
mécaniques et thermo-électriques. Plus précisément, le terme comprenant la couplage pié-
zoélectrique, dans la troisième équation de la �gure (3.6), représente l'e�et piézo-électrique
direct tandis que dans seconde équation, il représente l'e�et inverse, l'e�et électro-élastique.
De même, le terme pE dans la première équation de la �gure(3.6), est l'e�et pyro-électrique
inverse, qu'on pourrait appelé l'e�et électro-calorique. D'autres relations de réciprocité
et de constitution pourraient être obtenues en fonction d'autres variables indépendantes
en choississant la fonction thermodynamique appropriée. Ainsi, en partant de l'enthalpie
H(�; T; E), on obtient les relations de type (Æ�; T; E) de la �gure(3.7).



Chapitre 3. Approche théorique 56

Fig. 3.7: Relations de type (Æ�; T; E)

Comme toutes les relations constitutives sont linéaires, on doit pouvoir passer d'une
forme à une autre et trouver des relations entre les coe�cients ; ainsi, pour les constantes
des équations de la �gure(3.6) et de la �gure(3.7), on trouve :

Fig. 3.8:

Dans toutes ces expressions, les constantes principales ont deux indices supérieurs,
correspondant aux deux variables indépendantes maintenues constantes, tandis que les
constantes de couplage n'ont qu'un indice supérieur.
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Relation entre les constantes physiques pour des conditions di�érentes

Les indices supérieurs E et � attachés à la compliance s, une constante principale dans
le système mécanique, indiquent les conditions pour les systèmes électrique et thermique.
La troisième équation de la �gure(3.8), relie la compliance adiabatique à la compliance
isotherme, pour une condition électrique E, dans les deux cas. La di�érence s'exprime
en fonction du coe�cient de dilatation, la constante de couplage thermo-mécanique. Le
système électrique est impliqué indirectement ; ce n'est qu'un troisième système pour cette
relation précise. Pour une valeur donnée de i; j; k; l, la relation

sE;�ijkl = sE;�ijkl �
��Eij�

E
kl

�CT;E

peut s'écrire de façon scalaire :

s�;E

s�;E
= 1� k2 = 1� A

où de façon générale, k est donné par l'équation(3.1)
k2 = A = (coe�cient de couplage entre les deux systèmes directement couplés)2 =(constante
de couplage)2 / [(constante principale du premier système) X (constante principale du se-
cond système)]

D'autre part, dans la quatrième équation de la �gure(3.5) : la constante de couplage,
piézoélectrique d, est dé�nie température constante :

d�nij = �
�

@2G

@Tij@En

�
�

=

�
@Dn

@Tij

�
�;E

=

�
@Sij
@En

�
�;T

La relation entre les constantes de couplage piézoélectrique, isotherme et adiabatique,
est donnée par la quatrième équation de la �gure(3.8), qui pour une composante n; i; j
donnée, peut s'écrire de façon scalaire sous la forme :

d�

d�
= 1� B

où maintenant, B est donné par B = (couplage d'un système avec le troisième)X(couplage
de l'autre système avec le troisième) / (couplage entre les deux premiers systèmes).

Contrairement à A qui est positif, le signe de B n'est pas dé�ni. On ne peut pas prédire
le signe ni l'amplitude de B, sans examiner les couplages avec le troisième système.

Un autre bon exemple peut être obtenu en pyroélectricité. Les fonctions thermodyna-
miques de la �gure(3.3), associaient toujours les variables mécaniques et électriques de type
intensive (T;E) et celles de type extensive (S;D). On peut évidemment imaginer d'autres
fonctions thermodynamiques, combinant des types di�érents (T;D ou P ) et (S;E). Partant
de la fonction de Gibbs électrique G2(�; S; E) , on obtient la relation constitutive de type
(Æ�; T; E), où apparaît la chaleur spéci�que (constante primaire) CS;E et la constante de
couplage pyroélectrique pSn . Ces constantes sont reliées aux constantes précédentes CT;E,
pTn par les relations : 8<:

�CT;E

�
� �CS;E

�
= �Eij�

E
ij = �Eij

�
s�1
�E;�
ijkl

�Ekl

pTn � pSn = �Ekle
�
nkl = �Ekl

�
s�1
�E;�
klij

d�nij
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La première équation est une équation de forme (1�A) au-travers du couplage thermo-
mécanique � ; la seconde est de forme (1� B) : la pyroélectricité est un couplage thermo-
électrique et la di�érence est produite au travers du troisième système mécanique. La
quantité pS est intrinsèque et est appelée pyroélectricité primaire ou vraie ; la seconde pT a
une contribution de la charge piezo-électrique induite par la déformation thermique et est
appelée pyroélectricité secondaire ou � fausse pyroélectricité �. Il est impossible de prédire
laquelle est la plus importante sans avoir d'information sur le couplage thermomécanique.

3.2.6 Relations piézoélectriques fondamentales de type (S; P )

Le système électromécanique est à présent considéré ; le paragraphe précédent a mon-
tré que le troisième système, le système thermique a�ecte plus ou moins les constantes
élastique, diélectrique et piézoélectrique. Il faut par conséquent, préciser les conditions
thermiques, c'est-à-dire adiabatique ou isotherme. Comme la plupart des mesures élec-
tromécaniques se font sous champs de contraintes et déformations alternés, il est plus
logique de faire le choix adiabatique. Par contre, le choix isotherme sera fait lors des trans-
formations de phases en physique de l'état solide. En fait, généralement, la distinction
isotherme/adiabatique n'est pas mentionnée dans les livres, car en général, les couplages
électrique vers thermique et mécanique vers thermique sont faibles. Comme dit plus tôt,
le choix de la variable électrique extensive peut être D (comme fait jusqu'ici) ou la po-
larisation électrique P . Si on choisit P et si on considère l'énergie interne U(�; S; P ), on
obtiendra les constantes adiabatiques ; si par contre, on considère la fonction de Helmholtz,
l'énergie libre F (�; S; P ), les constantes isothermes seront obtenues. Si on considère les sys-
tèmes électromécaniques, les résultats sont à peu près les mêmes. A partir d'ici, le choix
isotherme sera implicitement fait, sans mentionner l'indice supérieur �.

Dans ce cas, la fonction thermodynamique à prendre en compte est F (�; S; P ) notée
F (S; P ). Par des méthodes similaires à ce qui a déjà été fait, on trouve :

F (S; P ) =
1

2
CP
ijklSijSkl � anijPnSij +

1

2
�SmnPmPn

Par la méthode habituelle, on trouve les équations couplées constitutives :�
Tij = cPijklSkl � amijPm
En = �SmmPm � anklSkl

Relations piézoélectriques fondamentales de type (S; P ) et de forme a.

Les relations qui précèdent, s'appellent de forme a car elles font apparaître la constante
piezoélectrique a.

D'autres formes peuvent être obtenues de façon similaire et sont présentées sur les
�gures (3.9) et (3.10). La forme e de la �gure (3.10) est la plus utilisée pour des milieux
in�nis.
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Fig. 3.9:

Fig. 3.10:

Pour simpli�er les notations, les équations des �gures(3.9) et (3.10), sont écrites sous
forme tensorielle condensée. Ainsi, l'énergie électrique de Gibbs, dé�nie à la �gure(3.9),
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s'écrit sous forme indicielle :

G2 =
1

2
cEijklSijSkl � ekijEkSij � 1

2
�SijEiEj

où cEijkl, ekij sont respectivement les constantes élastiques, piézoélectriques et �Sij = "Sij�"0Æij
les constantes diélectriques.

Par symétrie des tenseurs, et dans le cas général, il y a 21 constantes élastiques, 18
constantes piézoélectriques et 6 constantes diélectriques indépendantes. Les équations pié-
zoélectriques constitutives, correspondant au système hybride type (S;E), forme e, (Der-
nière équation de la �gure(3.10)) s'écrivent :�

Tij = cEijklSkl � ekijEk

Di = eiklSkl + "SikEk
(3.6)

La substitution de l'équation constitutive (3.6) dans U = G2 + E:D conduit à :

U =
1

2
cEijklSijSkl +

1

2
"SijEiEj +

1

2
"0jEj2 (3.7)

Il n'y a pas de terme d'interaction piézoélectrique dans la fonction d'énergie interne,
dé�nie positive U . Comme les constantes piézoélectriques ekij n'interviennent pas dans
l'équation 3.7, la condition de dé�nie positive n'impose des contraintes que sur CE

ijkl et "
S
ij,

mais pas sur ekij.
La substitution des équations 3.2 et 3.4 dans les équations 3.3 et 3.5 fournit les quatre

équations di�érentielles suivantes :�
cEijkluk;li + ekij�;ki = ��uj
ekijui;jk � "Sij�;ijf = 0

(3.8)

dans les 4 variables indépendantes uj et �.
Ces équations (3.8) constituent les équations di�érentielles tridimensionnelles pour un

milieu continu piézoélectrique linéaire.
Rappelons que pour des conditions variant rapidement, les valeurs adiabatiques des

constantes sont à prendre en compte, tandis que les valeurs isothermes sont choisies pour
les conditions aux limites variant lentement. La forme des équations constitutives 3.6, est la
seule qui soit utile pour un milieu continu tridimensionnel, quand il n'y a pas de frontière,
parce que c'est la seule forme qui conduise aux équations (3.8) en partant des équations
(3.3) et (3.5). Il y d'autres formes d'équations constitutives qui sont utiles en présence de
frontières.

Plutôt que de travailler avec des tenseurs élastiques et piézoélectriques, on peut utiliser
des matrices comprimées, qui tiennent compte de la symétrie des tenseurs.

cEijkl = cEpq, eikl = eip, Tij = Tp où la correspondance entre les indices ijkl variant de 1
à 3 et des indices p et q variant de 1 à 6 est dé�nie dans le tableau ci-dessous.
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ij ou kl p ou q
11 1
22 2
33 3

23 ou 32 4
31 ou 13 5
12 ou 21 6

ou donnée par la formule p = 1
2
(i+ j)Æij + [9� (i+ j)](1� Æij).

Les équations constitutives peuvent alors s'écrire :�
Tp = cEpqSq � ekpEk

Di = eipSq + "SikEk

où �
Sij = Sp pour i = j; p = 1; 2; 3
2Sij = Sp pour i 6= j; p = 4; 5; 6

Il est cependant conseillé de repasser à la vraie forme tensorielle quand on fait un
changement de coordonnées. Il faut aussi remarquer que la densité super�cielle de �ux
d'énergie piézoélectrique, comprend la somme de deux termes mécanique et électrique :

�(Tij _uj � � _Di)

En présence de frontières, des conditions aux limites appropriées doivent être adjointes
aux équations di�érentielles 18 et 19 du milieu continu piézoélectrique. A la frontière,
doivent être véri�ées, les conditions de continuité suivantes :8>><>>:

niT
1
ij = niT

2
ij

u1j = u2j
niD

1
i = niD

2
i

�1 = �2

où 1 et 2 représentent les deux milieux de part et d'autre de la surface frontière dont la
normale a comme composantes ni.

Références :[13],[12],[16],[14],[2],[8]



Chapitre 4

Problème de référence

Pour permettre la véri�cation des résultats obtenus avec l'approche des éléments �nis,
une solution analytique de cas particuliers s'impose. Le problème de référence est constitué
de deux plaques cylindriques. Une di�érence de potentiel constante V est appliquée entre
le bord des deux plaques. La plaque supérieure est suspendue par un ressort et peut se
déplacer verticalement selon l'axe z comme le montre la �gure(4.1).

θr

z
x

Fig. 4.1: Problème de référence

L'hypothèse généralement utilisée dans l'étude de capacité en mouvement à l'échelle
des MEMS est l'approche électrostatique. L'étude adimensionnelle du chapitre précédent
le con�rme. Les forces électriques appliquées à la plaque supérieure sont déterminées à
un instant donné sans tenir compte du mouvement de la plaque. Or, physiquement, une
surface chargée en mouvement, crée un champ magnétique qui peut être la cause de force
additionnelle. De même, un certain courant peut être créé et répartir non-uniformément
les charges à la surface ce qui peut in�uencer la répartition des forces. Pour véri�er si l'ap-
proximation électrostatique est bien correcte, nous allons comparer les solutions obtenues
pour notre problème à partir des di�érentes approximations.

62
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4.1 Etude électromagnétique

Pour considérer tous les phénomènes intervenant lors de l'étude dynamique, le modèle
ne peut se simpli�er par un système de deux plans in�nis qui réduirait la taille du problème
à une seule dimension. L'e�et magnétique y serait supprimé. Les charges, se déplaçant dans
la direction z, le champ magnétique serait un vecteur perpendiculaire à cette direction. Or,
dans l'approche du plan in�ni, la solution est identique en chaque point du plan x; y. Il
n'est donc pas possible de dé�nir une direction au vecteur magnétique.

4.1.1 Approche magnétique

Origine du champ magnétique

Le champ magnétique répond à l'équation de Maxwell :

rot H = i+ J+
@D

@t
(4.1)

Les di�érentes sources de champ magnétique sont les suivantes :

� le courant imposé qui apparaît ici sous la forme de la variation de la charge totale Q
sur la plaque et lors du déplacement de l'électrode.

� un courant peut apparaître à cause du champ électrique créé dans le conducteur :
j = �E.

� le champ magnétique peut trouver sa source dans la variation temporelle du champ
électrique.

Ces trois phénomènes sont couplés. Les deux premiers termes sont la cause principale
du champ rouge, tandis que la variation du champ électrique in�uence le champ bleu (voir
�gure(4.2)).

E

C

BB ""

B '

Fig. 4.2: Induction magnétique

Cette séparation du champ magnétique permet de voir le domaine d'action des di�é-
rentes sources du champ magnétique. Il est important de ne pas oublier que l'endroit, où
les charges se trouvent, c'est-à-dire l'endroit où il faudra déterminer les forces créées par le
champ électromagnétique, se situe à la frontière de deux domaines étudiés. Tous les termes
de l'équation (4.1) interviendront donc dans la solution.
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Formulation magnétodynamique

Pour calculer le champ électromagnétique, on a souvent recours aux potentiels vecteur
A et scalaire V .

Le potentiel vecteur est dé�ni par l'équation de solénoïdalité du champ magnétique :

div B = 0 B = rot A

où A est dé�ni à un gradient près. En e�et, la solution A2 = A + grad f est acceptable.
Nous pourrons donc imposer une condition supplémentaire (jauge).

Le potentiel scalaire est dé�nit par la loi de Faraday :

rot E = �@B
@t
 E = �@A

@t
� gradV

Les équations de Maxwell qui nous restent à satisfaire sont celles d'Ampère et de conser-
vation de �ux :

� rot H = i+ J+ @D
@t

,! rot (
1

�
rot A) = i� �(

@A

@t
+ gradV )� @

@t
("(

@A

@t
+ gradV ))

Si l'on fait l'hypothèse que la permittivité et la perméabilité sont constantes, l'équa-
tion devient :

1

�
(grad div A�4A)� i+ �

@A

@t
+ �gradV + "

@2A

@t2
+ "grad

@V

@t
= 0

Prenons la jauge :

div A+ "�
@V

@t
+ ��V = 0

Nous obtenons ainsi l'équation à résoudre pour obtenir le champ magnétique :

4A+ �i� ��
@A

@t
� "�

@2A

@t2
= 0 (4.2)

� div D = �

,! �div ("@A
@t

+ "gradV ) = �
En utilisant la jauge, nous obtenons une seconde équation comprise dans la précédent.

"2�
@2V

@t2
+ "��

@V

@t
� "div gradV = �

L'équation (4.2) su�ra donc pour résoudre le problème.
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Résultats obtenus avec Getdp

Nous avons utilisé le logiciel Getdp, présenté au chapitre (5.2.1), pour comparer l'in-
tensité des champ magnétique et électrique.

Pour le calcul du champ magnétique, nous devons tenir compte de la dépendance tem-
porelle du système. Pour déterminer le champ à tout instant, il est nécessaire de remailler
à chaque pas de temps. Or, un ordre de grandeur est su�sant dans cette discussion. Nous
remplaçons donc l'e�et du mouvement de la plaque supérieure par un courant sur l'élec-
trode. Ce courant vertical s'écrit sous la forme :

j =
@�

@t
ez

où � est la densité de charge. Nous allons considérer que la plaque oscille à une fréquence
de 10 kHz. Il en est donc de même pour la densité de charge �. L'expression du courant
devient alors :

j = j!�0ez

où �0 est l'amplitude de la variation de densité de charge. Elle peut être approchée par le
rapport entre la charge totale Q et le carré de la longueur caractéristique Lc. La charge Q
peut être obtenue par la relation Q = CV où la capacité C est "0L

2
c

Lc
. Le courant s'exprime

alors de la manière suivante :

j = j!
Q

L2
c

ez = j!
CV

L2
c

ez = j!
"0L

2
cV

LcL2
c

ez

La permitivité de l'air "0 est de 8:85410�12F=m et la perméabilité � est de 4�10�7H=m.
La di�érence de potentiel entre les deux plaques a été choisie à 10V . La longueur caracté-
ristique est de 1�m.

La �gure (4.3) indique l'allure et l'intensité des champs magnétique et électrique.
Comme prévu, le champ magnétique est orienté perpendiculairement à l'image. Il est de
l'ordre de 5 10�6A=m alors que le champ électrique est de l'ordre de 104V=m. L'in�uence
du champ magnétique est donc négligeable.

Force magnétique

La direction du vecteur de la force magnétique dans le cas des deux disques peut se
déterminer de la manière suivante. Le champ électrique et le déplacement des charges sont
dans la direction de z. Celle du champ magnétique est selon e�. La force magnétique est
alors perpendiculaire aux deux directions. Elle est donc radiale. Son in�uence n'est perçue
qu'en présence de matériaux élastiques. Elle aura pour e�et de déformer radialement la
capacité. Au vue de la forme axisymétrique et allongée de la capacité, cette force n'aura
pas beaucoup d'e�et sur la déformation.

4.1.2 Approche électrodynamique

Nous allons maintenant véri�er si la dépendance temporelle a un e�et sur la réparti-
tion des charges à la surface de la capacité. Pour cela, nous avons besoin des équations
électrodynamiques. Les équations de Maxwell nous donnent :
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Fig. 4.3: Champ magnétique à gauche et électrique à droite

8>><>>:
rot E = 0  E = �gradV
divD = �t
divB = 0
rot H = i+ J+ @D

@t
 div(i+ J + @D

@t
) = 0

avec les lois de comportement : �
E = �J
D = "E

L'équation à résoudre s'écrit en fonction du potentiel V :

�"4V + "4@V

@t
= div i

Cette équation peut se discrétiser dans le cas d'une étude éléments �nis (cf. Annexe(A)).

Résultats

Nous avons calculé à l'aide du logiciel Getdp le potentiel électrique sur tout le domaine.
Pour tenir compte de la dépendance temporelle, nous avons considéré que le potentiel
imposé se situait au centre de la face supérieure de la plaque et qu'il oscillait à une fréquence
de 10 kHz. La conductivité du Silicium varie entre 5 et 106 
�1m�1. Nous l'avons donc
imposé à sa valeur la plus basse en espérant observer une répartition non électrostatique
du potentiel.

Nous pouvons remarquer que le champ potentiel a une allure électrostatique dans la
plupart des cas. Pour obtenir une répartition non uniforme des charges, la conductivité
du matériau doit être inférieure à 10�4. Une autre possibilité pour atteindre cette limite
est d'augmenter la fréquence jusqu'à 108. Ces situations ne sont pas réalisables pour les
microsystèmes. L'hypothèse électrostatique est donc bien con�rmée.

Les doutes à propos du modèle à utiliser étant écarté, nous allons pouvoir nous consacrer
à l'étude électrostatique.
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Fig. 4.4: Résultats obtenus avec Getdp pour � = 5
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Fig. 4.5: Résultats obtenus avec Getdp pour � = 10�4 à gauche et f = 108 à droite

4.2 Etude électrostatique

Dans le cas électrostatique, les charges sont considérées comme uniformément répar-
ties sur la surface. Pour supprimer les e�ets de bord et réduire le problème à une seule
dimension, les plaques de la capacité seront remplacées par deux surfaces in�nies. Cette
approximation simpli�e la solution analytique du problème et constitue une bonne approxi-
mation des forces électrostatiques. En e�et, les e�ets de bord des capacités sont souvent
négligeables d'un point de vue électrique. La �gure (4.6) illustre le problème à étudier.

Les forces seront considérées par unité de surface. D'un point de vue mécanique, deux
types de forces apparaissent :

� La force du ressort est la suivante :

fm = �k(x� x0)ex
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V

0

1

2
e

k

εε

εε00

x

x

y

Fig. 4.6: Approximation par un plan in�ni

où x0 est la position de la surface '1' lorsqu'aucune force n'est appliquée.

� La force de pesanteur s'exprime de la manière suivante :

f = mg

Puisque les forces sont dé�nies par unité de surface, la masse sera évaluée par le
produit de la masse volumique � et de l'épaisseur de la plaque supérieure e.

En ce qui concerne la partie électrique, la seule valeur connue et imposée est la di�érence
de potentiel entre les niveaux '0' et '2' V considérée comme une constante.�

V2 = V
V0 = 0

C'est ici qu'apparaissent di�érentes solutions analytiques du problème selon que les plaques
sont considérées comme rigides ou élastiques, conductrices ou isolantes.

4.2.1 Plaques parfaitement rigides et conductrices

Dans le cas d'un conducteur parfait, toute la plaque est au même potentiel V .

V1 = V

Le champ électrique est fonction de la distance séparant les deux plaques.

E =
V

x

La force électrique s'écrit en général : f = qE mais dans le cas d'une plaque conductrice
tous les électrons se trouvent à la surface. Le champ électrique passe de zéro (à l'intérieur
de la plaque) à E (en dehors). Les charges se situent donc sur la discontinuité du champ
électrique. La force moyenne appliquée à la surface est alors :

fe = �1

2
qE = �1

2
q
V

x
= �1

2
C
V 2

x
= �1

2
"0
V 2

x2
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Le signe négatif se justi�e par le fait que le champ électrique est orienté vers le bas. Cette
solution peut aussi être obtenue par le calcul de l'énergie dans la capacité comme présenté
dans la remarque ci-dessous.

En égalant les forces électriques et mécaniques, une position d'équilibre peut être ob-
tenue :

�k(x � x0)� 1

2
"0
V 2

x2
� e�g = 0 (4.3)

En regardant les ordres de grandeur de ces di�érentes forces, certains termes vont
pouvoir être supprimés. En e�et, la force électrique est de l'ordre de 5:4V 2 pour x = 0:9�m,
alors que la force de gravité est de l'ordre de 0:47 10�2N . La force de rappel du ressort
répondant à la force électrique, est du même ordre de grandeur. La force de gravité est
donc négligeable.

Remarque

La force électrique peut aussi être calculée par la méthode de l'énergie. Une variation
de l'énergie totale du système peut être causée par une variation des charges ou par le
déplacement de la plaque supérieure sous l'e�et des forces électriques.

dWe

dt
= V

dq

dt
� fe

dx

dt

dWe = V dq � fedx

L'énergie du système comportant une densité de charge q séparée d'une distance x peut
s'écrire de la manière suivante :

We =

Z q

0

V dq �
Z x

0

fedx

q

x0

q
( x , q )

x

2

1

Fig. 4.7: Chemin utilisé pour arriver à la position d'équilibre

Tous les chemins possibles pour arriver à l'équilibre (x; q) nécessitent la même énergie.
Le chemin de la �gure (4.7) peut donc convenir. Il permet ainsi de supprimer une intégrale
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dans le calcul de l'énergie puisque, lorsqu'il n'y a aucune charge q, la force électrique est
nulle. L'énergie peut donc se calculer à l'aide de l'intégrale :

We =

Z q

0

V dq

L'intégrant peut s'exprimer en fonction de la charge q par la relation q = CV .Le calcul
de l'énergie devient alors :

We =

Z q

0

q

C
dq =

1

2

q2

C

La force électrique s'obtient alors par la dérivation de l'énergie par rapport au déplacement
de la plaque x.

fe = �1

2

@We(x; q)

@x
= �1

2

@

@x
(
q2x

"S
) = �1

2

q2

"S
= �1

2

S"V 2

x2

La force électrique par unité de surface est :

fe = �1

2

"V 2

x2

Position d'équilibre

Pour obtenir la position d'équilibre du système, il faut résoudre l'équation du troisième
degré (4.3). Celle-ci dépend du potentiel imposé V , de la raideur de ressort k et de sa
position naturelle x0.

Le potentiel varie généralement entre 0 et 12 V dans le domaine de la microélectronique.
La distance entre les deux plaques reste de l'ordre du �m. Par contre, la raideur du ressort
peut varier énormément d'une situation à l'autre. En e�et, elle modélise la manière dont
est attachée la plaque supérieure avec le reste de la strusture. La raideur créée par une
charnière est négligeable, tandis que, dans le cas d'un encastrement, elle peut devenir très
élevée. L'in�uence des paramètres V et k sur la position d'équilibre va être discutée lorsque
x0 reste imposé à 1�m. Pour cette étude, l'équation (4.3) est séparée en deux fonctions :

� la première fonction va reprendre toute la dépendance spatiale de l'équation, ainsi
que les paramètres constants : f1 = 2

"0
(x� x0)x

2.

� la seconde dépendra seulement de V et de k et sera donc une constante par rapport
à la variable x : f2 = V 2

k

La position d'équilibre est atteinte à l'intersection de ces deux fonctions. Sur la �gure(4.8),
la première fonction varie en fonction de x, tandis que la seconde est une droite horizontale.
Elle a été tracée pour deux valeurs di�érentes du rapport V 2

k
. Au début, lorsque la tension

n'est pas appliquée, la distance x est égale à x0, le ressort est à sa longueur naturelle. Si la
di�érence de potentiel commence à augmenter, la solution se déplace sur la courbe f1 et la
position d'équilibre x diminue. Lorsque elle dépasse le maximum de la courbe f1, la force
électrique l'emporte sur la force mécanique et les deux plaques de la capacité se rejoignent.

Pour une raideur donnée k, il y aura donc une di�érence de potentiel limite de�
p
0:33 10�7 � k

au delà de la quelle il y a court circuit. La tension varie généralement entre 0 et 12 V . La
raideur minimale est donc de 4:5 109N=m.
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Fig. 4.8: Equilibre pour des plaques parfaitement conductrices et rigides

Pour une raideur de 1 1010N=m et un potentiel de 10V , la distance entre les deux
plaques à l'équilibre est de :0:951�m.

4.2.2 Plaques parfaitement rigides et non conductrices

La plaque supérieure est parfois fabriquée en matériau diélectrique recouverte par une
électrode conductrice. Les charges sont réparties uniformément sur l'électrode et le champ
électrique aura une intensité di�érente suivant le milieu dans lequel il se trouve, comme le
montre la �gure (4.9).

V

0

1

2
e

k

εε

εε00

Q

- Q

E

E
2

E
0

Fig. 4.9: Distribution du champ électrique

Le champ électrique dans un milieu s'écrit : E = Q

"
où Q est la charge par unité de

surface ce qui donne : 8><>:
E2 =

Q

"

E0 =
Q

"0

(4.4)



Chapitre 4. Problème de référence 72

La di�érence de potentiel totale au borne du condensateur s'écrit :

V = E2e+ E0x =
Q

"
e +

Q

"0
x = Q(

e

"
+

x

"0
)

Une relation entre la di�érence de potentiel et la quantité de charge peut être obtenue :

Q =
V

( e
"
+ x

"0
)

(4.5)

A l'équilibre, la force électrique appliquée sur la surface '0' est l'opposée à celle appliquée
sur la plaque supérieure. Nous pouvons ainsi obtenir plus facilement la force appliquée.

fe = �1

2
E0Q = �1

2

Q2

"0
= �1

2

V 2

"0(
e
"
+ x

"0
)2

Nous avons montré précédemment que la force de gravité pouvait être négligée. L'équi-
libre statique répond alors à l'équation :

k(x� x0) +
1

2

V 2

"0(
e
"
+ x

"0
)2

= 0 (4.6)

Remarque

D'un point de vue énergétique, nous obtenons les même résultats.

We =

Z
V dq +

Z
fedx

Grâce à la relation q = V
e
"
+ x

"0

, l'énergie peut se calculer :

We =

Z
(
e

"
+

x

"0
)qdq =

1

2
(
e

"
+

x

"0
)q2

La force électrique obtenue correspond bien au résultat obtenu précédemment

fe = �@We(x; q)

@x
= �1

2

q2

"0

Position d'équilibre

La position d'équilibre du système s'obtient en résolvant l'équation (4.6). Les résultats
sont assez proches de ceux obtenus dans le cas des plaques parfaitement conductrices. Le
champ électrique étant plus faible, la force électrique s'en trouve amoindrie, mais la dis-
cussion des résultats reste semblable. Le calcul a été e�ectué avec les paramètres suivants :

"0
1

36�
10�9 x0 1 10�6m

"r 4:5"0 e 0:2 10�6m

Lorsque la tension appliquée vaut 10V et la raideur du ressort 1010N=m, la position
d'équilibre x est de 0:9558�m. Le déplacement de la plaque par rapport à sa position initiale
est plus faible que dans le cas conducteur où la position d'équilibre était de 0:951�m.
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4.2.3 Plaques élastiques parfaitement conductrices

Dans le cas où le matériau est élastique, il faut tenir compte du point d'application des
forces électriques et mécaniques. En e�et, dans le cas des plaques conductrices, les forces
électriques se trouvent à la surface inférieure de la plaque, tandis que la force mécanique
est appliquée à la face supérieure. Il apparaît donc une déformation qui modi�e l'épaisseur
de l'électrode comme le montre la �gure (4.10) .
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e
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f m

f e
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Fig. 4.10: Forces appliquées

La mesure de la déformation peut être obtenue à partir de l'équation d'équilibre en
volume.

@�

@s
= �g

La contrainte en chaque point est : � = �gs + c où c est retrouvée par la contrainte à
l'origine de la variable s.

� = �gs+ fe

L'équation d'équilibre des forces appliquées à la plaque peut ainsi être retrouvée :

fm = �ge+ fe

La déformation d'un élément de volume in�nitésimal est obtenue par la relation :� =
1
Ey
(�gs+ fe)où Ey est le module de Young. La nouvelle épaisseur est :

e0 = e+

Z e

0

�ds = e +
1

Ey

(�g
e2

2
+ fee)

La force mécanique modélisée précédemment par la relation fm = �k(x� x0) ne s'ex-
prime plus de la même manière. En e�et, une variation de x par rapport à la position
initiale x0 répond à une force dans le ressort mais aussi à la déformation de la plaque.
L'élongation du ressort s'écrit maintenant :

4x = (x� x0) +4e

où 4e est l'allongement vertical de la capacité 1
Ey
(�g e

2

2
+ fee)

Le système à résoudre pour trouver l'équilibre est le suivant :
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k((x� x0) + (e0 � e)) = 1
2
"0

V 2

x2
+ e0�g

e0 = e+ 1
E
(�g e

2

2
+ 1

2
"0

V 2

x2
e)

(4.7)

Position d'équilibre

La déformation verticale a un très faible e�et sur la position d'équilibre. Dans le cas
particulier où la tension est de 10V et la raideur du ressort de 1010N=m, la valeur de x est
précisément de 0:9511298799�m alors que la solution obtenue sans déformation de la plaque
est de 0:9511300356 �m. La di�érence entre les deux approches est vraiment négligeable.
Mais, il ne faut pas oublier que ces calculs ont été e�ectués dans le cas particulier avec
des plaques in�nies ne permettant la déformation que dans une seule direction et aucune
�exion. En pratique, une di�érence se fera ressentir au niveau des bords.

4.2.4 Plaques élastiques non conductrices

Dans le cas de plaques non conductrices, la force électrique est appliquée à la sur-
face "2" là où les charges existent réellement (voir �gure(4.11)). L'électrode est considérée
d'épaisseur négligeable. Aucune déformation due à une répartition de charges n'apparaît
puisque les forces sont appliquées au même endroit. Le problème est alors similaire au cas
des plaques non conductrices rigides.

V

0

1

2
e

k

εε

εε00
f e

f m

Fig. 4.11: Forces appliquées

Par contre, dans le cas où le matériau a un e�et piézoélectrique, la présence du champ
électrique E0 crée des contraintes internes qui réduisent l'épaisseur du diélectrique. La re-
lation entre les déformations et le champ électrique appliqué apparaît dans les lois consti-
tutives.

S = sET + d E

où S est la déformation en un point, T est la contrainte selon z, sE est la compliance
(l'inverse du module de Young) à champ électrique constant et d relie les déformations
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au champ électrique. Il s'agit de la constante de piézoélectricité. La contrainte répond
à l'équation : � = �gs, puisqu'il n'y a pas de force sur la face inférieure de la plaque.
L'épaisseur déformée peut alors être évaluée par l'expression :

e0 = e + sE�g
e2

2
+ dEe

or nous avons obtenu au paragraphe (4.6) :8><>:
E2 =

Q

"

Q =
V

( e
"
+ x

"0
)

La formule de l'épaisseur en fonction de la di�érence de potentiel appliquée aux bornes du
condensateur peut s'exprimer de la façon suivante :

e0 = e+ sE�g
e2

2
+

V d

"( e
"
e+ x

"0
)

En ce qui concerne la force mécanique du ressort, elle s'exprime comme au paragraphe
précédent par la relation :

fm = �k((x� x0) + (e0 � e))

La force électrique dépend de l'épaisseur du diélectrique.
L'équation d'équilibre devient alors :

k((x� x0) + (e0 � e)) +
1

2

V 2

"0(
e0

"
+ x

"0
)2

= 0
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Les équations à résoudre sont :

k((x� x0) + (e0 � e)) +
1

2

V 2

"0(
e0

"
+ x

"0
)2

= 0

e0 = e+ sE�g
e2

2
+

V d

"( e
"
+ x

"0
)
e

(4.8)

Position d'équilibre

De nouveau, la valeur de la position d'équilibre n'a pas été modi�ée de manière si-
gni�cative. Le calcul de la solution entraîne la résolution d'un système du sixième degré.
Dans le cas particulier où V vaut 10V et k = 1010N=m, la position d'équilibre est de
0:9558080855�m alors que dans le cas rigide elle était de 0:9558130528�m. Les paramètres
utilisés pour obtenir ce résultat sont :

"0
1

36�
10�9 x0 1 10�6m

� 2:4 g=cm3 Ey 160GPa
e 0:2 10�6m g 9:81N

4.2.5 Conclusion

Les résultats obtenus sous les di�érentes hypothèses sont à peu près identiques. Dans le
cas des plaques parfaitement conductrices, la position d'équilibre dans le cas particulier où
V = 10V et k = 1010N=m, est de 0.951 �m. La di�érence entre les cas élastique et rigide
est négligeable. En e�et, l'épaisseur sur laquelle agit la déformation est tellement réduite
qu'elle ne joue qu'un rôle insigni�ant. Cette remarque a été aussi observée dans le cas de
l'isolant piézoélectrique où la déformation est créée par le champ électrique. Les di�érences
auraient été plus parlantes dans le cas d'une capacité �nie retenue par un ressort central
ou dans le cas d'une poutre encastrée. La distribution des forces aurait créé de la �exion
sur les bords.
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4.3 Etude dynamique de la structure

La présence du champ électrique modi�e le comportement dynamique de la structure.
En e�et, la force électrique appliquée à la plaque se comporte un peu comme une raideur
supplémentaire appliquée à la structure l'empêchant d'osciller librement. Ce phénomène
crée un déplacement des fréquences naturelles du système.

Les analyses précédentes ont démontré que les hypothèses de plaques rigides parfaite-
ment conductrices dans un champ électrostatique su�saient pour modéliser le problème à
une dimension. C'est sur cette base que les calculs suivants seront e�ectués.

4.3.1 Diagramme de phase

L'équation d'équilibre dynamique de la structure est :

m�x = �k(x � x0)� 1

2
"0
V 2

x2
� e�g

La force de gravité va être négligée.
Il s'agit d'une équation non linéaire. Il est donc intéressant de tracer les diagrammes

de phase. L'équation à résoudre peut s'écrire sous la forme d'un système d'état dont les
variables sont y1 = x et y2 = _x.8<:

_y1 = y2

_y2 = � k

m
(y1 � x0)� 1

2m
"0
V 2

y21

La résolution de ce système d'équation pour di�érentes conditions initiales permet de tracer
l'ensemble des trajectoires de phase possibles (cf. �gure(4.12)).

L'étude de la position d'équilibre a montré qu'il existait une limite sur le rapport V 2

k

au delà de laquelle le système devenait instable. Lorsque la distance initial entre les deux
plaques est x0 = 1 10�6m, la relation obtenue est :

V 2

k
� 0:33 � 10�7

Dans le cas où le potentiel est de 10V , la raideur ne peut pas dépasser 3 109N=m. Ce résultat
peut être véri�é sur les �gures (4.12). Lorsque la raideur du ressort est de 1 109 N=m, le
système converge avec une vitesse croissante vers la position x = 0. Pour une raideur
de 3 109 N=m, une petite zone de stabilité apparaît. Cette zone va s'agrandir pour des
raideurs croissantes, mais il restera toujours une zone d'instabilité : lorsque la distance
de départ entre les deux plaques est trop faible, la force électrique en 1

x2
l'emporte sur la

force mécanique et les deux plaques de la capacité s'assemblent. De même, si la position
de départ de la plaque est trop éloignée de la con�guration d'équilibre, le système veut
osciller et se fait attraper par la force électrique.
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Fig. 4.12: Diagramme de phase pour des raideurs de k = 1 109, k = 3 109, k = 1 1010 et
k = 1 1011 N=m

4.3.2 Etude des fréquences propres

Pour une étude des fréquences propres, le système doit être linéarisé autour d'une posi-
tion d'équilibre xe. L'équation d'équilibre aura donc une nouvelle variable : le déplacement
autour de la position d'équilibre x0.

x0 = x� xe

Les dérivées successives de x0 s'obtiennent facilement :

_x0 = _x et �x0 = �x

L'équation dynamique peut alors s'écrire en fonction de la nouvelle variable x0 :

m�x0 + k(x0 + xe � x0) +
1

2
"0

V 2

(x0 + xe)2
+ e�g = 0
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Avant l'étude dynamique, la force électrique doit encore subir une linéarisation. La première
étape est d'exprimer la force en fonction du rapport in�nitésimal x0

xe
.

fe = �1

2
"0

V 2

(x0 + xe)2
= �1

2
"0

V 2

x2e(
x0

xe
+ 1)2

La linéarisation peut alors s'e�ectuer :

fe = �1

2
"0

V 2

x2e(1 + 2 x0

xe
)
= �1

2
"0
V 2

x2e
(1� 2

x0

xe
)

Fig. 4.13: Linéarisation de la force électrique

L'équation dynamique linéarisée est :

m�x0 + kx0 � "0
V 2

x3e
x0 = �k(xe � x0)� 1

2
"0
V 2

x2e
� e�g

Le terme indépendant n'in�uence pas la fréquence de résonance de la structure. Nous
pouvons donc le supprimer et nous obtenons :

�m!2x0 + (k � "0
V 2

x3e
)x0 = 0

La fréquence propre du système est de :

! =

s
(k � "0

V 2

x3e
)

m
(4.9)

alors que sans champ électrique, elle vaut :

! =

r
k

m
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Pour un problème donné de raideur 1010 N=m, une augmentation de la di�érence de
potentiel entraîne une diminution de la fréquence propre du système. La �gure(4.14) montre
l'évolution temporelle de la distance entre les deux plaques x pour di�érentes valeurs de
potentiel : V = 0V (en noir),V = 5V (en mauve) et V = 10V (en bleu). Lorsque le
potentiel croit, la position d'équilibre est modi�ée et la longueur d'onde augmente. La
point de départ est choisi à 1:2 10�6m.
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Fig. 4.14: La fréquence dépend de la di�érence de potentiel imposée. V = 0V , V = 5V et
V = 10V

A cause de la non linéarité introduite par la force électrique, la fréquence dépend de
l'amplitude d'oscillation. Ce résultat n'apparaît pas dans l'expression de la fréquence calcu-
lée précédemment puisque l'équation de départ est linéarisée. Les �gures (4.15) indiquent
que, pour un potentiel de 10V , la fréquence diminue lorsque l'amplitude augmente alors
qu'elle reste constante quand V = 0.
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Fig. 4.15: La fréquence dépend de l'amplitude d'oscillation lorsque une di�érence de po-
tentiel est appliquée. A droite, V = 0. A gauche V = 10
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4.3.3 Conclusion

La prise en compte des forces électriques entraîne une diminution des fréquences propres
de la structure et rend l'équation dynamique non-linéaire. Les fréquences dépendront alors
de l'amplitude de l'oscillation et de la valeur du potentiel imposé. Les diagrammes de
trajectoire de phase montre une zone d'instabilité lorsque les deux plaques sont trop proches
l'une de l'autre.

4.4 Conclusion du chapitre 4

L'hypothèse électrostatique est donc con�rmée par les essais numériques. C'est sur cette
base que les raisonnements suivants sont établis. La solution analytique à une dimension de
la position d'équilibre et de la fréquence va permettre de véri�er les résultats numériques.
Pour obtenir la solution d'un problème plus réel avec e�et de bords, il faut passer à une
étude d'éléments �nis.

Référence :[7]



Chapitre 5

Modélisation numérique

5.1 Introduction

Le problème de référence étudié de manière analytique au chapitre précédent, va être
traité ici par la méthode des éléments �nis. Ses dimensions sont indiquées à la �gure (5.1).
L'étude de ce cas particulier permettra de recaler les résultats numériques avec les solutions
analytiques obtenues précédemment. Un autre outil de comparaison sera utilisé. Il s'agit
d'un logiciel d'éléments �nis électromagnétiques appeléGetdp. Il est présenté au paragraphe
(5.2.1).

1 0  µ m1  µm

0 . 2  µm

2 0  µm

5  µm

Fig. 5.1: Dimension du problème de référence

L'objectif de ce chapitre est d'implémenter dans le logiciel Oofelie des éléments élec-
triques et électro-mécaniques. Les di�érentes étapes pour atteindre ce but sont les sui-
vantes :

� Implémenter dans Oofelie des éléments électriques permettant de calculer le potentiel
sur tout le domaine étudié.

� Calculer la force électrique exercée sur le solide

� Déterminer la variation de fréquences propres du système suite à l'e�et du champ
électrique.

82
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Ce chapitre est composé de trois parties. La première présente de manière générale
les deux logiciels utilisés getdp et Oofelie. La deuxième partie est consacrée à la théorie
des éléments �nis électrostatiques et électro-mécaniques et la dernière à l'application de la
théorie dans les di�érentes dimensions.

5.2 Présentation des logiciels utilisés

Les deux logiciels éléments �nis utilisés dans ce travail sont Getdp et Oofelie.

5.2.1 Getdp

Getdp est programme développé dans le service d'�Electricité Appliquée� du Professeur
W. Legros résolvant les équations intégro-di�érentielles. Il s'applique principalement dans
le domaine électromagnétique, mais peut aussi être utilisé dans l'étude de les couplage
thermique et mécanique. Les méthodes numériques implémentées sont la méthode des
éléments �nis et celle des éléments frontières. Dans ce travail, il sert à véri�er les résultats
obtenus avec Oofelie et à con�rmer l'hypothèse électrostatique en donnant un ordre de
grandeur des champs négligés.

Tout d'abord, le maillage est généré par le logiciel gmsh à partir d'un �chier �.geo�.
Les domaines de même propriété électrique sont numérotés et portent le nom de �domaine
physique�. Ce processus permet de résoudre des équations di�érentes sur chaque domaine.
La résolution du problème est dé�ni dans un �chier �.pro�. Ce �chier se compose d'une série
de fonctions. Les équations électromagnétiques à résoudre sur les domaines correspondants
sont directement écrites dans la fonction Formulation. D'autres fonctions servent à dé�nir
les conditions aux limites, la méthode d'intégration, le jacobien,... Le post-processing appa-
raît sous la forme de deux fonctions : la première PostProcessing stocke les informations
utiles sous le nom de nouvelles variables. La seconde les écrit dans des �chiers de données.
Les résultats obtenus peuvent être observer à l'aide de gmsh.

5.2.2 Oofelie

Le logiciel Oofelie (Object Oriented Finite Element Led by Interactive Executer) a
été développé dans le service de �dynamique des structures� du Professeur M. Geradin. Il
est écrit en langage C++ et permet de résoudre facilement, de manière numérique di�é-
rents problèmes multi-physiques. Le programme permet le développement de modèles non
linéaires fortement couplés.

Les domaines physiques déjà abordés sont l'élasticité, les grands déplacements (dyna-
mique des mécanismes), les grandes déformations (emboutissage) , la piezoéletricité, la
thermique (changement de phase), la vibro-acoustique. Le logiciel utilise les méthodes des
éléments �nis et des éléments frontières.

Dans ce travail, l'utilisation d'Oofelie s'e�ectue à deux niveaux di�érents. La première
étape est d'implémenter dans le code source des éléments électro-mécaniques. La seconde
est de véri�er ces résultats par l'intermédiaire de l'interprèteur de commande. Nous allons
développer brièvement ces deux points de vue.
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� Code Source
Quel que soit le champ physique étudié, la structure de résolution par la méthode des
éléments �nis est assez semblable. Il est donc intéressant de regrouper les étapes de
résolution communes pour tous les problèmes. Il y a donc une librairie d'algorithmes
de résolution, une librairie d'objects mathématiques (matrice, matrice symétrique,...),
une librairie d'�éléments�, une librarie pour la dé�nition des fonctions de forme et des
points de Gauss,... C'est dans celle des éléments que les caractéristiques particulières
du problème sont implémentées. Cette hiérarchie permet d'implémenter des nouveaux
types d'éléments, sans modi�er l'entièreté du code. L'implémentation d'un élément
consiste à créer deux �chiers supplémentaires : un �chier �header� qui est composé
des déclarations des fonctions utiles pour l'élément, et un �chier �source� où ces
routines sont implémentées. Ces fonctions servent à remplir les matrices de raideur,
la matrice de masse, les vecteurs de force pour un élément. L'assemblage des matrices
est e�ectué séparément.

� L'interprèteur de commande
La problème est dé�ni sous la forme d'un objet �domaine� qui comprend l'ensemble
des caractéristiques géométriques et physiques. Il peut être directement dé�ni en
ligne de commande ou dans un �chier �.e�. Un problème complet comprend une pre-
mière partie dé�nissant le maillage. Celui-ci peut être exporté d'un autre logiciel ou
directement construit dans le �chier. Les coordonnées des noeuds sont rassemblées
dans la classe �POSITSET�. Les éléments sont stockés dans une classe �ELEMSET�
en dé�nissant les numéros des noeuds, la référence de l'élément ainsi que le type
d'élément utilisé. Cette classe comprend aussi les propriétés de l'élément comme le
matériau utilisé, la section pour les barres. Les conditions limites du problème sont
reprises dans la classe �FIXASET�. La géométrie dé�nie, il reste à résoudre le pro-
blème de manière numérique. Il su�t de faire calculer par le code source les matrices
nécessaires et d'appeler une méthode de résolution. Des méthodes de résolution par-
ticulières peuvent aussi être directement implémentées par l'utilisateur permettant
ainsi d'ajuster la méthode de résolution au problème donné.
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5.3 Méthode des éléments �nis

5.3.1 Elément électrostatique

Equations

Dans l'approche électrostatique, la densité de charge est répartie uniformément à la
surface de la plaque. Les équations de Maxwell deviennent :�

rotE = 0  E = � gradV
divD = �t

L'équation di�érentielle à résoudre sur le domaine est :

div("gradV ) + � = 0 (5.1)

Cette équation est de type elliptique. Elle nécessite donc des conditions aux limites sur tous
les bords du domaine. Ces conditions sont, soit des conditions de Dirichlet qui imposent la
valeur du potentiel, soit des conditions de Neuman qui �xent la valeur du champ électrique
normal à la surface.

Principe variationnel

En électrostatique, l'équation (5.1) peut être véri�ée en minimisant la fonctionnelle
suivante :

F =

Z
V

(
"E2

2
� �V )dv +

Z
�2

DnV ds

La première intégrale peut avoir une interprétation physique. En e�et, il s'agit de deux
méthodes pour évaluer l'énergie électrique dans un volume. La première est calculée à
partir du champ électrique tandis que la seconde s'obtient avec la valeur des charges et du
potentiel.

Le calcul du minimum de cette fonctionnelle fournit la relation suivante :

dF =

Z
V

("divE � �)dV dv +

Z
�2

("E:n�Dn)dV ds

où dV est une variation quelconque du potentiel.
L'annulation pour toute valeur de dV de cette formule donne une solution qui véri�ent

les équations de l'électrostatique dans le volume et sur la condition limite de Neumann. La
méthode des éléments �nis consiste à approcher cette solution en ne véri�ant l'annulation
de dF que pour certaines fonctions dV . L'équation (5.1) n'est alors résolue que de manière
faible.
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Discrétisation

Pour évaluer la valeur du potentiel en tout point, l'espace est discrétisé en éléments
�nis nodaux. Sur un élément, le potentiel V est approché par une fonction bV construite à
partir de fonctions de forme �i et du potentiel au noeud de l'élément. Le champ électrique
approximé est le gradient de bV .8><>:

bV (x; y) =X
i

�i(x; y)Vi

bE(x; y) = �
X
i

grad�i(x; y)Vi

Les fonctions de forme �i sont des fonctions dé�nies sur l'élément valant l'unité au noeud
i et s'annulant aux autres noeuds. Le degré d'interpolation de ces fonctions correspond à
la précision avec laquelle le potentiel doit être approximé sur l'élément.

Le système discrétisé à résoudre est le suivant :X
i

Vi

Z
V

"grad�i:grad�jdv �
Z
V

��jdv +

Z
�2

Dn�jds = 0 (5.2)

Ce résultat peut aussi être obtenu par la méthode des résidus pondérés avec comme fonction
de pondération, les fonctions de forme (méthode de Galerkin).

La résolution de ce problème peut s'e�ectuer de manière matricielle en regroupant les
inconnues, le potentiel aux noeuds Vi, sous la forme d'un vecteur. Il apparaît alors une
matrice élémentaire de raideur électrique Ke qui se détermine à partir de la dérivée des
fonctions de forme :

(Ke)ij =

Z
V

"grad�i:grad�jdv (5.3)

Elle est symétrique et dé�nie positive.
Les deux derniers termes de l'équation (5.2) forment le vecteur des charges externes Q qui
reprend l'ensemble des charges imposées du problème.

Q =

Z
V

��jdv �
Z
�2

Dn�jds (5.4)

Pour obtenir la valeur du potentiel électrique sur un élément, il su�t alors de résoudre
le système suivant :

KeV = Q

où V comprend les potentiels aux noeuds de l'élément.
Pour résoudre le problème complet, il faut rassembler les di�érents systèmes d'équations

obtenus pour chaque élément, tout en sachant qu'un noeud peut appartenir à plusieurs
éléments. Le système à résoudre est du type :

Kst
e V = Q

où V est un vecteur reprenant la valeur du potentiel aux noeuds du domaine à étudier et
Kst

e est la matrice de raideur structurale.
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5.3.2 Elément de couplage électrostatique et mécanique

Un couplage apparaissant entre le champ électrique et mécanique a déjà été présenté
au chapitre (3). Il s'agit du couplage piezoélectrique. La présence du champ électrique a
une in�uence sur les contraintes mécaniques. Les équations constitutives en sont a�ectées :�

T = c S �eE
D = eTS +"E

Les di�érentes matrices intervenant dans ces équations sont :

� T est le tenseur de contraintes,

� S est le tenseur des déformations,

� c la matrice de Hooke,

� E le vecteur du champ électrique,

� D le vecteur du déplacement électrique,

� " la matrice de permitivité,

� e le coe�cient piezoélectrique : matrice de couplage entre le tenseur contrainte S et
le vecteur du champ électrique E.

Les deux champs physiques sont alors étudiés en parallèle. Les équations d'équilibre des
deux champs pris séparément sont :�

div T+ f = 0 sur V
T:n = t sur �T

�
div D� � = 0 sur V
D:n = d sur �d

où f est la force mécanique par unité de volume appliquée à la structure, t la force méca-
nique surfacique, � la densité de charge imposée et d le déplacement électrique imposé à la
surface.

Leurs équations de compatibilité sont :(
Sij =

1
2

�
@ui
@xj

+
@uj
@xi

�
sur V

u = u sur �u

�
E = �grad� sur V
� = � sur ��

où u et � sont respectivement le vecteur déplacement et le potentiel en un point. Ils
constitueront par la suite les inconnues du problème.

Principe des travaux virtuels

Le problème peut se résoudre à partir du principe des travaux virtuels qui a�rme qu'à
une variation de l'énergie interne correspond une variation de l'énergie externe.

ÆWi = ÆWe
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Energie interne
L'énergie de Gibbs du matériau est la di�érence entre l'énergie électrique et l'énergie

mécanique comme démontré au chapitre (3). Elle s'écrit de manière général :

Wi =
1

2

Z
V

STT dV � 1

2

Z
V

DTE dV

=
1

2

Z
V

ST cS dV � 1

2

Z
V

ST eE dV � 1

2

Z
V

ET eTS dV � 1

2

Z
V

ET "E dV

La variation de cette énergie nous donne :

ÆWi =

Z
V

ÆST cS dV �
Z
V

ÆST eE dV �
Z
V

ÆET eTS dV �
Z
V

ÆET"E dV

=

Z
V

ÆSTT dV �
Z
V

ÆETD dV

Les déformations S et le champ électrique E peuvent s'écrire en fonction du déplacement
u et du potentiel � à l'aide des relations de compatibilité. Pour simpli�er les écritures,
la relation de compatibilité mécanique s'écrira : S = gradsym(u). Mais, lorsqu'elle est
multipliée par une matrice symétrique comme T, elle se simpli�e en gradient.

L'expression de l'énergie devient alors :

ÆWi =

Z
V

grad(Æu)TT dV +

Z
V

grad(Æ�)TD dV

Par la relation ra:b = r:(ab) � ar:b, l'énergie s'écrit en une intégrale sur le volume et
sur la surface :

ÆWi = �
Z
V

ÆuTdiv T dV +

Z
S

ÆuTT:n dS �
Z
V

Æ�T div D dV +

Z
S

Æ�T D:n dS

Or, le potentiel en un point s'écrit sous la forme :

� =

Z



�

4�"0r
dV

Le potentiel dépend donc de la variable spatiale r. La variation spatial Æu du potentiel �
vaut :

Æu� = �
Z



�

4�"0r2

�!r
r
dV Æuu = �ET Æuu

Par contre une variation du potentiel n'a aucune e�et direct sur le déplacement.

Æ�u = 0

En séparant la variation selon u et celle selon �, la variation de l'enthalpie se sépare en
deux :

ÆWi = ÆuWi + Æ�Wi
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Le champ de déplacement virtuel Æuu véri�e les relations de compatibilité et est nul sur le
contour �u. L'intégrale sur la surface totale se réduit à celle sur �T . Il en va de même pour
le potentiel virtuel.

ÆWi = �
Z
V

(Æuu)
Tdiv T dV +

Z
�T

(Æuu)
TT:n dS

�
Z
V

(Æ��)
Tdiv D dV +

Z
�d

(Æ��)
TD:n dS

+

Z
V

(Æuu)
TE(div D) dV �

Z
�T

(Æuu)
TE (D:n) dS

Energie externe
L'énergie externe du système est simplement l'énergie créée par un déplacement in�ni-

tésimal Æu des forces mécaniques extérieures imposées et par une variation du potentiel Æ�
sur les charges imposées.

ÆWe =

Z
V

(Æuu)
T f dV +

Z
�T

(Æuu)
T t dS

�
Z
V

(Æ��)
T� dV +

Z
�d

(Æ��)
Td dS

Equations d'équilibre de couplage
Des lois de couplage apparaissent en égalant les deux expressions énergétiques :

ÆWi = ÆWe (5.5)Z
V

(Æuu)
T (�div T+E(div D)� f)dV

+

Z
�T

(Æuu)
T (T:n� E (D:n)� t)dS

+

Z
V

(Æ��)
T (�div D+ �)dV

+

Z
�d

(Æ��)
T (D:n� d)dS = 0

Les équations d'équilibre de couplage sont :8>><>>:
div T = E(div D)� f sur V
T:n = E (D:n) + t sur �T
div D = � sur V
D:n = d sur �d

Une force supplémentaire d'origine électrique intervient dans l'équation d'équilibre méca-
nique. Celle-ci apparaît dans deux situations : tout d'abord aux endroits où les charges (ou
le déplacement électrique) sont imposés, ainsi que dans les domaines où le potentiel imposé
permet une accumulation des charges.
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Méthode des résidus pondérés

La méthode des résidus pondérés consiste à véri�er sur un volume les équations d'équi-
libre. La relation (5.5) peut être utilisée. En e�et, les équations d'équilibre sont véri�ées si
cette relation est annulée pour toutes les variations Æu et Æ� possibles.
Les divergences des expressions div T et div D peuvent être remplacées à l'aide de la
relation �ar:b = ra:b�r:(ab) pour donner :8><>:

�
Z
V

(Æuu)
Tdiv T dV =

Z
V

grad(Æuu)
TT dV �

Z
�u

(Æuu)
TT:n dS

�
Z
V

(Æ��)
Tdiv D dV =

Z
V

grad(Æ��)
TD dV �

Z
S

(Æ��)
TD:n dS

L'expression 5.5 devient alors :Z
V

grad(Æuu)
TT dV +

Z
V

grad(Æ��)
TD dV

=

Z
V

(Æuu)
T (�E(div D) + f) dV

+

Z
�T

(Æuu)
T (E (D:n) + t) dS

+

Z
V

(Æ��)
T (��) dV +

Z
�d

(Æ��)
Td dS

Avec les équations constitutives piezoélectriques, le premier membre devient :Z
V

grad(Æuu)
TT dV +

Z
V

grad(Æ��)
TD dV

=

Z
V

grad(Æuu)
T (c grad(u) + e grad(�)) dV

+

Z
V

grad(Æ��)
T (e gradsym(u)� " grad(�)) dV

Discrétisation

Lors de la discrétisation, le champ continu des déplacements et des potentiels sont
approximés par la somme du produit des fonctions de forme et des valeurs aux noeuds.8><>:

b�(x; y) =X
i

�i(x; y)�i = ���

bu(x; y) =X
i

�i(x; y)Ui = �UU

Le champ électrique E et les déformations S peuvent s'écrire en fonction du potentiel
et du déplacement en chaque noeud à l'aide des fonctions de forme :8><>:

bS(x; y) =X
i

(gradsym �i(x; y))Ui = BuU

bE(x; y) =X
i

�(grad�i(x; y))�i = �B��
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Nous obtenons alors :

1Æmembre = (ÆU)T

8>><>>:
Z
V

BT
u cBudV| {z }
Kuu

U +

Z
V

BT
u eB�dV| {z }
Ku�

�

9>>=>>;
+(Æ�)T

8>><>>:
Z
V

BT
�e

TBudV| {z }
K�u

U �
Z
V

BT
�"B�dV| {z }
K��

�

9>>=>>;
2Æmembre = (Æ�)T

�
�
Z
V

�T� �dV +

Z
S

�T�ddS

�
| {z }

Q

+(ÆU)T
�Z

V

�TU (f + (B��)div D)dV +

Z
S

�TU (t�B��D:n)dS

�
| {z }

F

Le système à résoudre possède un second membre non-linéaire. En e�et, les forces
�mécaniques� dépendent du potentiel � ainsi que de la densité de charge �.�

Kuu Ku�

K�u K��

��
U
�

�
=

�
F
Q

�
Le champ potentiel dans l'air s'obtient en résolvant le système linéaire suivant :

Kair�air = Qair

Le système total non-linéaire sera :0@ Kuu Ku� 0
K�u K�� Kair�

0 K�air Kair;air

1A0@ U
�
�air

1A =

0@ F
Q
Qair

1A
Implémentation de la force électrique

La force électrique ajoute aux équations de base un terme non-linéaire. En e�et, elle
dépend de la densité de charge � ainsi que du champ électrique E. Le champ électrique
sur un élément est facilement calculable par la relation E = grad�. Par contre, les charges
sont plus di�ciles à obtenir. Elles peuvent apparaître de deux manières.

� Tout d'abord, elles peuvent être imposées dans le problème. La force devient alors
linéaire puisque la charge n'est plus une inconnue.

fe = �(ÆU)T
�Z

V

�TU�B� dV

�
� + (ÆU)T

�Z
S

�TUdB� dS

�
�
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� La seconde cause de l'existence de charge est la �xation d'un potentiel en un noeud.
Les charges s'accumulent alors au noeud par �réaction�. Elles peuvent être calculées
à partir du potentiel.
En partitionnant les degrés de liberté libres et �xés, le système à résoudre est :�

Kll Klf

Kfl Kff

��
ql
qf

�
=

�
gl
gf

�
où ql reprend les déplacements et les potentiels libres et qf , tout ce qui est �xé.
Les inconnues du problème ql s'obtiennent en résolvant le système :

Kllql = gl �Klfqf

Les termes de réaction se calculent à partir de cette solution :

gf = Kflql +Kffqf

C'est à ce niveau que se calculent les charges électriques aux noeuds à potentiel
imposé. La prise en compte des forces électriques dans la matrice de raideur la rend
non linéaire. Pour résoudre ce problème, il faut alors calculer la matrice de raideur
tangeante en dérivant les forces par rapport aux di�érentes variables. Elle peut aussi
être approchée par di�érence �nies. C'est cette méthode qui sera utilisée ici.
Sur un élément, les charges électriques libres de se déplacer se situent sur les bords
de l'élément. En e�et, le potentiel y est imposé. Les charges sont alors surfaciques.
Pour obtenir l'équation d'équilibre du système, la relation suivante va être utilisée :

fint = fext

où fint est la force interne et fext la force externe.
La force interne mécanique peut s'écrire sous la forme :

fint mec =
R
BT
u TdV + fe

=
R
BT
u cBuUndV �

R
BT
u eB��dV +

R
EQdV

où le champ électrique et la charges se calculent à partir de l'expression :�
E = (�T�B��)
Q = (�BT

� e
TBuUn +BT

� "B��)

Les forces externes reprennent uniquement les forces extérieures imposées dans le
problème.

Remarque Lorsque les noeuds des éléments solides vont subir un déplacement, le volume
du premier élément d'air va diminuer. Dans le cas de grands déplacements, un terme de
raideur supplémentaire apparaît entre l'élément d'air et le degré de liberté mécanique
appartenant à la jonction.
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5.4 Implémentation à une dimension

Dans l'étude analytique du chapitre précédent, les e�ets de bord sont négligés et les
plaques sont considérées comme des plans in�nis. Cela réduit le problème à une seule di-
mension. Il est donc intéressant de commencer par une étude éléments �nis à une dimension
pour pouvoir comparer les résultats.

Pour modéliser le couplage électro-mécanique de la capacité, deux types d'éléments
sont nécessaires. Tout d'abord, il faut un élément électrique pur �t_1de�. Il reprend le
champ électrique dans l'air et n'a aucune raideur mécanique. Le second élément à implé-
menter est l'élément électromécanique �t_1dp�. Il étudie en parallèle les champs électrique
et mécanique dans la matière. Il faudra ensuite tenir compte des forces électriques.

Remarque : Dans l'étude électrostatique, l'entièreté de la plaque supérieure de la ca-
pacité a un potentiel constant V . Le champ électrique, qui est la variation spatiale de ce
potentiel, est nul. L'e�et piezoélectrique n'intervient donc pas.

5.4.1 Elément électrique

Un élément de type électrique �t_1de� se compose de fonctions permettant d'évaluer
les matrices caractéristiques du problème. Pour un problème seulement électrique, la seule
matrice utile est la matrice de raideur. La matrice de masse n'est pas calculée.

La matrice de raideur

L'intégrale volumique de l'expression de la matrice de raideur K devient une intégrale
linéique sur la longueur de l'élément. Le gradient se transforme en une simple dérivée et la
matrice de raideur élémentaire s'obtient en résolvant l'intégrale suivante :

(Ke)ij = "

Z
L

@�i
@x

@�j
@x

dl

Les fonctions de forme choisies sont des fonctions linéaires du type :�
�1 =

1
2
(1� �)

�2 =
1
2
(1 + �)

Elles s'expriment dans un espace de référence [�1; 1]. Un changement de variable est donc
nécessaire :

(Ke)ij = "

Z 1

�1

@�i
@�

@�

@x

@�j
@�

@�

@x
jJ jd�

La variable de l'espace réel x peut s'exprimer en fonction de � à l'aide de la même discré-
tisation que celle utilisée pour le potentiel V .

x =
X
i

�iXi

où Xi sont les coordonnées des noeuds de l'élément. L'élément est alors isoparamétrique.
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L'intégrale de la matrice de raideur élémentaire est évaluée par la méthode de Gauss :Z 1

�1

f(x)dx =
X
i

f(�i)wi où �i est la coordonnée du point de Gauss et wi est son poids. La

matrice de raideur peut se calculer de la manière suivante :

Ke =
X
i

BT (�i)"B(�i)wijJ j

où B(�i) est un vecteur reprenant les dérivées des fonctions de forme évaluées au point de
Gauss.

Implémentation dans Oofelie

Pour calculer la matrice de raideur électrique, le programme appelle la fonction �fill_stiffness�
implémentée dans chaque élément. Dans l'élément t_1de, celle-ci est composée de deux
fonctions. La première fill_Co stocke les coordonnées dans une matrice Co qui sert repren-
dra les coordonnées des noeuds de l'élément sous forme matricielle. La seconde fill_lin_K
calcule la matrice de raideur linéaire.

void T_1de::fill_stiffness (Matsym & Kel) {

Matrix Co (number_of_nod, 1);

fill_Co(Co);

fill_lin_K (Kel,Co);

}

La fonction fill_Co sert à réorienter le maillage d'origine dans la direction x dans la
quelle les calculs suivants seront e�ectués. Les coordonnées du maillage sont dans l'enre-
gistrement POSITSET_PO.

void T_1de::fill_Co(Matrix &Co) {

int i;

Positset*nodes_group = (Positset *)get_properties(POSITSET_PO);

Vect3 origine(0,0,0);

for (i = 1; i <= number_of_nod; i++)

{

Vect3 xyz = nodes_group->get_vec3 (n[i - 1]);

Vect3 r = xyz - origine;

Co[i][1]=r.length();

}

}

Dans l'implémentation de la matrice de raideur linéaire, une série de pointeurs sont
dé�nis, servant à aller chercher l'information nécessaire comme le matériau utilisé et ses
propriétés.
L'intégrale à résoudre pour obtenir la matrice de raideur est évaluée par une méthode
d'intégration de Gauss integ de classe IntGauss1d prévue pour l'intégration à une seule
dimension. Le nombre de point de Gauss est choisi à 2. Cette classe fournit les coordonnées
xi et leur poids respectifs weight pour le point de Gauss numéro i. Les fonctions de forme
utilisées sont du premier ordre et se trouvent dans la classe ff_1d1. Un objet shp de cette
classe donne accès à deux fonctions servant à évaluer les fonctions de forme par shp:V alFF1
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et à calculer le gradient et le jacobien aux points de Gauss par shp:JdetDFFG1. La valeur
du gradient sert à construire la matrice Bphi par la fonction V V V_from_1d_to_B_1d
appartenant à la classe des matériaux et spécialement prévue pour implémenter à une
dimension une matrice de B de taille �1 � numff �. Le volume élémentaire évalué au
point de Gauss est égal au produit du poids de Gauss par le déterminant du jacobian du
changement de variable entre les coordonnées x et �. La matrice de raideur est alors évaluée
pour un point de Gauss par BT "Bdv. La matrice de permittivité est de dimension unitaire.
Elle devrait être remplacée par un �double� mais elle est la forme de matrice pour pouvoir
utiliser la fonction AtSymA.

void

T_1de::fill_lin_K (Matsym & Kel,Matrix &Co)

{

#ifdef VERIF_MATER

if (number_of_dof<max_number_of_dof)

{ Kel.set_to_zero(); return;};

#endif

int numff = get_number_of_nod();

// Propriétés

Propelem *prprties = ((Propelem *)get_properties(PROPELEM_PO));

int matnum = (int) prprties->get (MATERIAL);

Material *mater=(*((Materset *)get_properties(MATERSET_PO)))[matnum];

Matsym Ed (2); mater->Dielec_2d (Ed);

Matsym eps (1); eps[1][1]=Ed[1][1]; //Pour pouvoir utiliser AtSymA

// Points de Gauss

short Ngp = 2;

IntGauss1d integ (Ngp);

Matrix Bphi(1, numff);

Vect VFF(numff), DXFF (numff), DYFF (numff);

double xi, yi, dv, weight, J_det;

// Loop over Gauss points -------------------------------------------

for (int j = 1; j <= integ.NumPts (); j++)

{

integ.CoordWeight (j, xi, weight);

shp.ValFF1 (VFF, xi);

shp.JdetDFFG1(J_det, DXFF, xi, Co);

dv = weight * J_det;

mater->VVV_from_Grad_1d_to_B_1d(DXFF, Bphi);

Kel -= dv * (eps.AtSymA(Bphi));

}

}
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5.4.2 Elément électro-mécanique

L'élément électro-mécanique �t_1dp� reprend simultanément deux champs : le champ
électrique et le champ mécanique. Le nombre de degré de liberté par noeud s'en trouve
augmenté. Dans le cas électrique pur, chaque noeud possède le degré de liberté du po-
tentiel scalaire. Par élément à une dimension, il y a donc deux degrés de liberté. Pour
l'élément électro-mécanique, il faut ajouter un degré de liberté supplémentaire par noeud,
le déplacement dans la seule direction existante ux.

Le vecteur des inconnues pour un élément s'organise de la manière suivante :

q =
�
u1 u2 �1 �2

�T
Les matrices caractéristiques à implémenter sont la matrice de raideur et la matrice de

masse.

La matrice de raideur

La matrice de raideur dans le cas à une seule dimension est de dimension �4�4� en
accord avec le vecteur d'inconnues. Elle se compose de deux parties de dimension �2�2� :

K =

�
Kuu 0
0 K��

�
Le couplage piezoélectrique ne sera pas pris en compte à une dimension. Les matériaux
piezoélectriques sont anisotropes. Il n'ont donc pas leur place dans une modélisation à une
dimension.

� La première matrice Kuu est purement mécanique. Elle s'écrit pour des éléments à
une dimension :

Kuu =
X

pt de Gauss

BT
u cBuwjJ j

où c est la matrice de Hooke et Bu est la matrice des dérivées des fonctions de forme
du champ de déplacement.

� La deuxième est électrique et semblable à celle développée dans les éléments purement
électriques :

K�� =
X

pt de Gauss

BT
�"B�wjJ j

Dans le cas à une dimension, les gradients des fonctions de forme pour les champ � et
ux sont de simples dérivées. Les matrices Bu et B� sont donc identiques.

La matrice de raideur ainsi créée, ne comprend pas le terme des forces électriques. Elle
est juste valable pour un matériau isolé avec des propriétés électriques. Le couplage avec
le champ électrique sera pris en compte par après.
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Implémentation de la matrice de raideur

Pour l'implémentation de la matrice de raideur électro-mécanique, les deux matrices
mécanique Kel_u et électrique Kel_phi sont calculées en parallèle. Les propriétés des
matériaux nécessaires sont la matrice de Hooke H et la permittivité Ed. Elles sont réduites
à une dimension en prenant le premier terme de la matrice à trois dimensions. Une seule
matrice B su�t pour la matrice de raideur électrique et mécanique. Après l'évaluation de
ces matrices, la matrice de raideur totale de l'élément est complétée. La matrice de raideur
électrique est de signe inverse comme c'est le cas dans les éléments piezoélectriques. Une
justi�cation à cela sera apportée lors du calcul du couplage entre les deux champs.

void T_1dp::fill_lin_K (Matsym & Kel,Matrix &Co) {

...

int Nnod = get_number_of_nod();

Matsym Kel_u (Nnod); Kel_u.set_to_zero();

Matsym Kel_phi (Nnod); Kel_phi.set_to_zero();

Matsym H (6); mater->Hooke_3d (H);

Matsym Ed (3); mater->Dielec_3d (Ed);

Matsym raid (1), eps (1);

raid[1][1] = H[1][1];

eps[1][1] = Ed[1][1];

...

// Loop over Gauss points -------------------------------------------

for (j = 1; j <= integ.NumPts (); j++)

{

integ.CoordWeight (j, xi, weight);

shp.ValFF1 (VFF, xi);

shp.JdetDFFG1(J_det, DXFF, xi, Co);

mater->VVV_from_Grad_1d_to_B_1d(DXFF,B);

dv = weight * J_det;

if(dv<0) dv=-dv;

Kel_phi -= dv * (eps.AtSymA(B));

Kel_u += dv * (raid.AtSymA(B));

}

int first_ddl_piez = number_of_nod + 1;

Kel.fill_with(Kel_u, 1, 1);

Kel.fill_with(Kel_phi, first_ddl_piez,first_ddl_piez);

}
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La matrice de masse

Pour la cohérence du système d'équation, la matrice de masse est aussi de taille �4�4�.
Or, seule la partie mécanique possède une inertie. Le système dynamique s'écrit alors :�

Mu 0
0 0

��
�u
��

�
+

�
Kuu 0
0 K��

��
u
�

�
=

�
F
Q

�
Les éléments non nuls de la matrice de masse sont calculés par la relation suivante :

Mij =

Z
�i�j� dV

où � est la densité de masse. La méthode d'intégration de Gauss réduit le calcul à :

Mij =
X

pt de gauss

�T��wijJ j

où � est le vecteur des fonctions de forme évaluées aux points de Gauss.

Implémentation de la matrice de masse

La fonction calculant la matrice de masse fill_mass utilise aussi la fonction fill_Co
stockant les coordonnées. La propriété matérielle caractéristique est la densité volumique.
La matrice de masse étant symétrique, seule la partie supérieure sera implémentée.

void T_1dp::fill_mass (Matsym & Mel) {

int numff = shp.NumFF ();

Matrix Co (number_of_nod, 1);

fill_Co(Co);

// Points de Gauss

IntGauss1d integ (2);

// Propriétés

Propelem *prprties = ((Propelem *) get_properties (PROPELEM_PO));

int matnum = (int) prprties->get (MATERIAL);

Material *mater=(*((Materset *)get_properties (MATERSET_PO)))[matnum];

double rho = mater->get (MASS_DENSITY);

Vect VFF (numff),DXFF (numff);

double xi, yi, zi, dv, weight, J_det;

// Loop over Gauss points -------------------------------------------

for (int ii = 1; ii <= integ.NumPts (); ii++)

{

integ.CoordWeight (ii, xi, weight);

shp.ValFF1 (VFF, xi);

shp.JdetDFFG1(J_det, DXFF, xi, Co);

dv = weight * J_det * rho;

if(dv<0) dv=-dv;

for (int i = 0; i < numff; i++)
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{

for (int j = i; j < numff; j++)

{

double t1 = VFF[i + 1] * VFF[j + 1] * dv;

Mel[i+1][j+1] += t1;

}

}

}

return;

}

5.4.3 Les forces électriques

Les forces électriques sont créées par l'existence de charge à la surface de l'élément.
Lorsque un élément mécanique et un élément électrique se rejoignent et qu'un potentiel
est imposé, les charges s'accumulent à la surface en réponse au gradient du potentiel sur
les deux éléments. L'élément d'air (immatériel) introduit donc des charges aux noeuds
matériels. La force électrique mécanique est donc en partie calculée par l'élément d'air et
en partie par l'élément solide en prenant la charge et le champ électrique créés par chacun
et en la divisant par deux. En e�et, la charge se situant à la surface, elle n'interviendra
qu'à moitié. S'il n'existe aucune discontinuité du champ électrique, la force s'annulera.

Pour les éléments électro-mécaniques, la force électrique est implémentée dans le vecteur
des forces internes :

fint mec =
X

pt de Gauss

(BT
u cBuUn � BT

u eB��)wjJ j+ 1

2

X
noeud

EnoeudQnoeud

où le champ électrique aux noeuds et la charges aux noeuds se calculent à partir de l'ex-
pression : 8<:

Enoeud = (�T�B��)

Qnoeud =
X

pt de Gauss

(�BT
� e

TBuUn +BT
� "B��)wjJ j

Ce calcul doit être e�ectué en tenant compte du déplacement de la plaque. Lorsque les
noeuds mécaniques subissent un déplacement vertical et que le maillage électrique reste
�xe, le volume du premier élément d'air s'en trouve réduit. Le déterminant du jacobien
jJ j doit donc être calculé à partir des nouvelles coordonnées de l'élément et pas à partir
de la con�guration initiale comme en �petites déformations�. Une autre approche peut être
envisagée : c'est de garder le même maillage de référence (les tailles relatives des éléments
seront conservées). Lorsque un noeud ayant un degré de liberté mécanique se déplacera,
l'entièreté de maillage sera modi�é.

A une dimension, le produit entre le champ électrique et les charges aux noeuds pour
un élément s'écrit :

fe = E1Q1 + E2Q2

La force électrique créée par un élément non mécanique, n'apparaît que si certains de
ses noeuds ont un degré de liberté mécanique. La force est donc calculée dans l'�élément�
électrique mais est appliquée à l'élément mécanique qui se situe juste à côté.
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Implémentation des forces internes

Dans l'élément électrique, les forces internes sont en réalité des charges aux noeuds.
Leur implémentation est assez semblable à celle de la matrice de raideur. En e�et, elles
correspondent au produit Kq pour une con�guration q donnée. La matrice de raideur de
couplage électro-mécanique étant non linéaire, certaines modi�cations doivent être prises
en compte lorsque les noeuds ont des degrés de liberté mécaniques. Les forces internes sont
calculées par la fonction fill_inter_forc.

void T_1de::fill_inter_forc (Vect & Fint) {

// Matrice Co

int i;

Matrix Co (number_of_nod, 1);

fill_Co(Co);

Pour calculer les charges électriques sans couplage, nous avons besoin des valeurs du
potentiel aux noeuds ainsi que la matrice de permittivité. Deux pointeurs sont alors néces-
saires : pot et prprties. Le couplage intervient lorsque les noeuds ont des degrés de liberté
mécaniques. Le pointeur dof donne accès à l'enregistrement DOFSET_PO où se trouve
la liste des degrés de liberté associés à chaque noeud. Le pointeur forcemeca permet d'ac-
céder au vecteur de force mécanique. Il est de type I2, c'est à dire de même dimension que
le vecteur des forces mais à un autre emplacement dans la banque de donnée. Un pointeur
sur les déplacements mécaniques displ est aussi nécessaire.

// Pointeurs de l'élément

Set *pot = (Set *) get_properties (EP|RE|GD);

Propelem *prprties = (Propelem *) get_properties (PROPELEM_PO);

Set *forcemeca = (Set *) get_properties (TX|GF|I2);

Dofset *dof = (Dofset *) get_properties (DOFSET_PO);

Set *displ = (Set *) get_properties (DISPLACEMENT);

int matnum = (int) prprties->get (MATERIAL);

// Propriétés des matériaux

Material *mater = (*((Materset *) get_properties (MATERSET_PO)))[matnum];

// Matrices des équations constitutives

Matsym Ed (3); mater->Dielec_3d (Ed);

Matsym eps (1);

eps[1][1] = Ed[1][1];

Vect D(1), EPot(1);

// Nombre de points pour l'intégration de Gauss

IntGauss1d integ (2);

// Matrice des gradient des fonctions de formes

int numff = shp.NUMFF;

Matrix B (1, numff),B_T ( numff, 1);

Le potentiel aux noeuds est repris avec le pointeur pot et stocké dans le vecteur Up.

Vect Up (numff);

for (i = 1; i <= numff; i++)

{

Up[i] = pot -> pnt (n[i-1], EP|GD);

}
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La première modi�cation des forces internes causées par le couplage électro-mécanique
est la réévaluation des coordonnées des noeuds suite au déplacement des noeuds méca-
niques. Pour obtenir cela, une boucle sur les noeuds est implémentée et pour chaque noeud
le numéro du degré mécanique qu'aurait le noeud est calculé dans la variable ret. L'appel
de ce degré de liberté rend un vecteur nul si il n'y a pas de degré de liberté de ce type-là.

for ( i=1; i <= numff; i++)

{

DofNumber ret= dof->get_dof(0,n[i-1],0,TX);

if((*dof)[ret]!=NULL)

{

Co[i][1]+= displ->pnt (n[i-1], TX|GD);

}

}

Pour calculer les forces internes, on itère sur les points de Gauss. La force interne au
point de gauss est obtenue par le calcul Fint = �PBT (eps(B Up)). Dans cette boucle,
le champ électrique au noeud Enoe est aussi évalué.

Vect DXFF (numff),VFF(numff);

double xi, weight, J_det, dv;

Vect Enoe(numff); // champ électrique aux noeuds

Enoe.set_to_zero();

// Loop over Gauss points -------------------------------------------

for (int ii = 1; ii <= integ.NumPts (); ii++)

{

B.set_to_zero ();

D.set_to_zero ();

integ.CoordWeight (ii, xi, weight);

shp.ValFF1 (VFF, xi);

shp.JdetDFFG1(J_det, DXFF, xi, Co);

mater->VVV_from_Grad_1d_to_B_1d(DXFF,B);

B_T=B.transp();

dv = weight * J_det;

EPot= B * Up;

D = eps * EPot;

Fint -= B_T * D * dv;

Enoe[1] -= VFF[1]*EPot[1];

Enoe[2] -= VFF[2]*EPot[1];

} // Fin pts Gauss

Les forces mécaniques d'origine électrique sont �nalement implémentées. Il s'agit de
la seconde modi�cation apportée par le couplage. Lorsque le degré de liberté mécanique
existe, le force électrique créée par l'élément d'air est calculée et ajoutée au vecteur des
forces internes sur le degré de liberté mécanique. Dans un calcul, il peut y avoir plusieurs
vecteurs de force en jeu. Pour pouvoir remplir le bon vecteur, il sera toujours de type I2.
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for ( i=1; i <= numff; i++)

{

DofNumber ret= dof->get_dof(0,n[i-1],0,TX);

if((*dof)[ret]!=NULL)

{

forcemeca -> pnt (n[i-1], (TX|GF|I2))+= Enoe[i] *Fint[i]/2;

}

}

return;

}

Dans l'élément électro-mécanique, l'implémentation est simpli�ée. En e�et, le maillage
se déplace avec le déplacement des noeuds et les forces électriques s'appliquent aux noeuds
de l'élément. La con�guration q est composée de deux champs de physique : le champ mé-
canique Un et le champ électrique Up. Le calcul des forces sans couplage s'e�ectue comme
dans le cas purement électrique. La prise en compte des coordonnées réelles des noeuds
pour le calcul du volume donne une contribution négligeable par rapport à la raideur du
matériau.

void T_1dp::fill_inter_forc (Vect & Fint) {

...

// Vecteurs de déplacement et potentiel

Vect Un (numff),Up(numff);

for (i = 1; i <= numff; i++)

{

Un[i] = displ->pnt (n[i-1], TX|GD);

Up[i] = pot -> pnt (n[i-1], EP|GD);

}

...

// Loop over Gauss points --------------------------------------

for (int ii = 1; ii <= integ.NumPts (); ii++)

{

B.set_to_zero ();

Tau.set_to_zero ();

D.set_to_zero ();

integ.CoordWeight (ii, xi, weight);

shp.ValFF1 (VFF, xi);

shp.JdetDFFG1(J_det, DXFF, xi, Co);

mater->VVV_from_Grad_1d_to_B_1d(DXFF,B);

B_T=B.transp();

dv = weight * J_det;

E = B * Un;

EPot= B * Up;

Tau = raid * E;
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D = eps * EPot;

Fint += B_T * Tau * dv;

Qint -= B_T * D * dv;

Enoe[1] -= VFF[1]*EPot[1];

Enoe[2] -= VFF[2]*EPot[1];

} // Fin pts Gauss

La force d'origine électrique est directement ajoutée à la force mécanique Fint.

for (int n=1; n <= numff; n++)

{

Fint[n] += Enoe[n] *Qint[n]/2;

}

int first_ddl_piez = number_of_nod + 1;

Fint.fill_with(Qint, first_ddl_piez);

return;

}

5.4.4 Application

Le problème à une dimension étudié est illustré à la �gure (5.2). Il est constitué de
trois couches de propriétés di�érentes. La première et la dernière sont des couches d'air
d'une épaisseur de 1 �m. La couche centrale représente la capacité. Selon les hypothèses
électrostatiques, le potentiel est constant sur toute l'épaisseur de la capacité et vaut dans ce
cas-ci 10V . L'étude analytique indique que le potentiel entre les deux plaques se comporte
de manière linéaire. Les éléments du premier ordre approchent donc précisément la solution.
Un élément pourrait su�re pour modéliser l'air.
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Fig. 5.2: Problème à une dimension

En ce qui concerne les conditions aux limites, le noeud inférieur se situe sur le plan
inférieur de la capacité. Le potentiel y est annulé pour obtenir une di�érence de potentiel
entre les deux plaques de 10V . Il s'agit d'une condition de Dirichlet. L'extrémité supérieure
du domaine est la valeur du potentiel en un point de l'air en dehors de la capacité. Ici,
il représente l'annulation du potentiel à l'in�ni. Vu la décroissance rapide de la valeur du
potentiel dans l'air, ce point peut être ramené à une distance �nie.
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Champ électrique

Le potentiel obtenu est indiqué à la �gure (5.3). Comme prévu, il se comporte de
manière linéaire entre les deux plaques de la capacité. Mais, il agit de même à l'extérieur
de la capacité quelle que soit l'éloignement du point à l'�in�ni�. La condition pour avoir
un comportement linéaire à l'intérieur d'une capacité est que la surface de la capacité soit
beaucoup plus grande que l'écart séparant les deux plaques. Or, le modèle à une dimension
correspond à l'hypothèse de plaques in�nies. Quelle que soit la distance entre la plaque
et le point dans l'air, elle sera toujours inférieure à l'in�ni. Le potentiel se comporte donc
comme à l'intérieur d'une capacité et il est linéaire. Pour pouvoir comparer les résultats
avec la solution analytique, la couche d'air extérieure à la capacité sera supprimée dans les
développements suivants.
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Fig. 5.3: Potentiel

Force électrique

L'étude analytique a montré que la densité de charge sur la capacité pouvait être calculée
par la relation :

q =
"0V

x

Dans le cas où le potentiel est de 10 V et la distance entre les deux plaques de 1 �m, la
densité de charge sur la plaque supérieure vaut : 8:84210�5C. Le résultat obtenu après une
étude éléments �nis avec Oofelie est 8:854 10�5C.

La force électrique à la surface de la plaque s'obtient par la relation :

fe = �1

2
q
V

x

Pour ce problème, elle vaut donc : �442:1N . Par les éléments �nis, la force obtenue est
�442:7N .
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Matrice de raideur tangeante

La matrice de raideur réelle (comprenant la force électrique) est non linéaire. Pour
résoudre le système, il faut donc calculer une matrice de raideur tangeante. Celle-ci peut
être obtenue par di�érence �nie des forces internes.

Pour une con�guration donnée q reprenant le couple de variables (u; �), la matrice de
raideur tangeante peut être calculée de la manière suivante :

1. Tout d'abord, les forces internes sont évaluées en ce point f(q)

2. une des variables est incrémentée d'une valeur Æ pour donner q�

3. Les forces internes sont alors réévaluées en q� : f(q�) = f �

4. La colonne de la matrice de raideur tangeante correspondant à ce degré de liberté est
obtenue par la relation :

f � � f

Æ

5. Passage à l'étape 2 avec un autre degré de liberté

En pratique, cela donne :

% Matrice de raideur tangente

%-----------------------------

Matrixstr K (droite, GEN_STIFF, Call2,1,1);

Vectstr U (droite, GD,Call2,1);

Vectstr Fu (droite,(GF|I3),Call2,1); Fu.set_to_zero;

Vectstr Fudu(droite,(GF|I2),Call2,1); Fudu.set_to_zero;

Fudu.int_forces; Fu=Fudu;

int i=0;

while(i<U.dim)

{

i+=1;

scalar UiRef = U[i];

scalar delta = 1.e-6 * (1.e-8 + UiRef)$

U[i] += delta;

Fudu.set_to_zero;

Fudu.int_forces;

K.fill_with((Fudu-Fu)/delta,1,i)

U[i]=UiRef;

}

Pour un problème comprenant trois éléments d'air et trois éléments de solides, lorsque
la valeur de Æ diminue, la matrice converge vers la solution symétrique :

0
BBBB@

�5:3124 10
�5

2:6562 10
�5

0 0 0

2:6562 10
�5

�5:3124 10
�5

�265:62 0 0

0 �265:62 1:29919 10
12

�1:30185 10
12

0

0 0 �1:30185 10
12

2:6037 10
12

�1:30185 10
12

0 0 0 �1:30185 10
12

2:6037 10
12

1
CCCCA



Chapitre 5. Modélisation numérique 106

sans couplage dû à la force électrique, la matrice de raideur se compose de :
0
BBBB@

�5:3124 10
�5

2:6562 10
�5

0 0 0

2:6562 10
�5

�5:3124 10
�5

0 0 0

0 0 1:30185 10
12

�1:30185 10
12

0

0 0 �1:30185 10
12

2:6037 10
12

�1:30185 10
12

0 0 0 �1:30185 10
12

2:6037 10
12

1
CCCCA

La di�érence entre les deux est :0
BBBB@

�6:14522 10
�15

2:25803 10
�15

0 0 0

1:03973 10
�15

1:58258 10
�15

�265:62 0 0

0 �265:62 �2:6562 10
9

1:30444 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1
CCCCA

L'erreur commise sur les termes purement électriques est une erreur de précision. Deux
termes supplémentaires apparaissent. Le premier reprend le fait qu'une variation de po-
tentiel introduit une variation des forces internes mécaniques par l'intermédiaire de la
force électrique. Le second terme est créé par la variation de volume de l'élément électrique
quand un déplacement est appliqué. Cette variation de volume introduit aussi une variation
des forces électriques appliquées à l'élément mécanique. La raideur du noeud mécanique
limitrophe est aussi modi�ée.

Pour comparer ces résultats avec ceux obtenus analytiquement, le problème va être
simpli�é à un élément d'air et un élément mécanique de raideur 4:3395 1011 N=m. La
raideur supplémentaire ajoutée par la variation de volume est de �8:854 108 N=m ce qui
correspond à la perte de raideur calculée lors de la linéarisation de l'équation dynamique
au chapitre (4.3.2). L'expression de la fréquence (4.9) était :

! =

s
(k � "0

V 2

x3e
)

m

La perte de raideur pour une di�érence de potentiel de 10V et une distance entre les deux
plaques de 1�m, est exactement de 8:8419108N=m. Les résultats correspondent donc bien.

Recherche de la position d'équilibre

La matrice de raideur tangeante calculée, la position d'équilibre s'obtient grâce à un
algorithme de Newton-Raphson. La but est d'arriver à égaler les forces internes et les forces
externes par un processus itératif.

La position d'équilibre q� est approximée au premier ordre par q + dq où q est une
con�guration initiale. Le système initial devient :

Kq� = fext  K(q + dq) = fext

où K est la matrice de raideur tangeante et fext le vecteur des forces externes. Les forces
internes calculées au point q correspondent au produit Kq. La di�érence entre les forces
internes et les forces externes s'appelle le résidu.

r = fext �Kq
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La variation dq pour s'approcher de l'équilibre peut se calculer à partir de :

Kdq = r

La nouvelle con�guration est q + dq. Lorsque la matrice de raideur est linéaire une ité-
ration su�t pour atteindre l'équilibre.Par contre, lorsqu'elle est non linéaire, la nouvelle
con�guration ne conduit pas à l'annulation du résidu et le processus recommence avec une
nouvelle évaluation de la matrice de raideur tangeante en tenant compte du changement de
con�guration. Pour calculer la position d'équilibre, il su�t d'appeler la fonction newtonfe
ci-dessous. Le calcul de la matrice de raideur est le même que précédemment.

Function Vectstr newtonfe (Domain dom) {

Vectstr u (dom, GEN_DISPL ); Vectstr f (dom, GEN_FORCE );

Vectstr du (dom,(GF|I2)); Vectstr residue (dom ) ;

Vect vu(u.dim_row); Vect vf(u.dim_row);

int itmax = 60 ; int Newton_iter = 0 ;

scal tol = 0.00001 ; int prec = 1 ;

scal nfext = f.norm ;

residue = f - du.int_forces ;

% Matrice de raideur tangente complémentaire

...

matband P(K.dim,0);

P=K;

P.inv2;

K=P*K*P;

residue=P*residue;

while ( (Newton_iter < itmax) & ( abs(prec) > tol ) )

{

Newton_iter++ ;

vu.set_to_zero; vf=residue;

K.solve ( vf,vu) ;

du=vu; residue=vf;

du = P *du;

u += du ;

residue = f - du.int_forces ;

% Matrice de raideur tangente complémentaire

...

P=K;

P.inv2;

K=P*K*P;

residue=P*residue;

prec = residue.max;

};

int Last_Newton_iter=Newton_iter$

return u $

};
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Le problème étudié est composé de deux éléments d'air et un élément de solide dont une
extrémité est encastrée comme le montre la �gure (5.4). Le solide a un potentiel imposé de
10V tandis que l'élément d'air à l'autre bout est à 0V . Il existe alors deux degrés de liberté
libres, un électrique (entre les deux plaques) et un mécanique. Pour pouvoir comparer les
résultats avec les solutions analytiques, l'élément mécanique jouera le rôle du ressort. Sa
raideur va donc varier.
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d u

φ

1 0  V

1 0  V

0  V

5 . 2 3  V

Fig. 5.4: Déplacement du noeud mécanique

Au départ, le potentiel et le déplacement aux noeuds libres sont nuls. Le système est
à l'équilibre si les forces externes sont égales aux forces internes. L'algorithme va donc
itérer jusqu'à atteindre l'équilibre. Pour une raideur de 1 1010 N=m, la solution analytique
trouvait un déplacement de 0:951 �m. Après quatre itérations, le processus converge vers
un déplacement de �0:048943�m. La position d'équilibre obtenue numériquement est donc
de 0:951057�m. Le potentiel au noeud dans l'air converge vers la valeur 5:2573V . En e�et,
la plaque supérieure s'est déplacée vers le bas. Le potentiel qui se trouvait au milieu subit
plus l'in�uence du potentiel imposé sur la plaque.

L'étude analytique prédit aussi une instabilité lorsque la raideur du ressort est inférieure
à 3 109 N=m.

Si la raideur diminue, le déplacement va augmenter et la plaque supérieure va atteindre
le milieu de la capacité. Le volume du second élément électrique va alors s'annuler. Le
processus ne convergera donc pas. Pour éviter ce problème, nous ne prendrons qu'un seul
élément pour modéliser l'air. Le champ potentiel étant linéaire, l'approche reste correcte.
Pour une raideur de 4 109N=m, la position d'équilibre atteint 8:5�m. Pour une raideur de
3 109 N=m, la position d'équilibre est atteinte après 5 itérations et vaut 6:82 �m. Au delà
de cette valeur, il n'y a plus de position d'équilibre. L'algorithme ne converge pas.

Etude des fréquences propres

Dans l'analyse modale d'une structure, l'équation dynamique est linéarisée autour d'une
position d'équilibre. La matrice de raideur linéarisée a déjà été obtenue par di�érences �nies.
Pour calculer la première fréquence propre de la structure, il su�t de lancer la méthode de
la puissance sur cette matrice. Comme démontré précédemment, la raideur de la structure
est diminuée à cause du champ électrique et donc la fréquence doit augmenter.
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Pour comparer les résultats avec la solution analytique, il faut un ressort de masse
négligeable et une plaque de raideur importante. Le ressort sera modélisé par un élément
électro-mécanique dont les degrés de liberté électrique sont �xés et ayant les propriétés d'un
matériau �ress� de telle sorte que la raideur totale de l'élément soit 1 1010N=m. La plaque
sera en quartz. Elle aura une densité de masse de 2:64838 10�6kg=m3 et une épaisseur
de plaque de 0:2�m. La pulsation propre obtenue analytiquement est de 1:374 1011rad=s
en l'absence de champ électrique et de 1:3015 1011. Par la méthode des éléments �nis,
ces fréquences deviennent : 1:3687 1011rad=s sans potentiel et 1:2950 1011rad=s pour un
potentiel de 10V . Les di�érences de fréquence viennent du fait que la plaque n'est pas
totalement rigide. Les fréquences diminuent donc bien avec le champ électrique. La �gure
(5.5) illustre bien ce phénomène pour les quatre premières fréquences pour un problème
où le ressort et l'air sont modélisés avec un seule élément et le solide est composé de 20
éléments. Dans ce cas, c'est l'algorithme de Lanczos qui est utilisé.
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Fig. 5.5: Diagramme des fréquences
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5.5 Implémentation à trois dimensions

Les classes des éléments implémentés à trois dimensions sont de type �template� ce qui
signi�e qu'elles sont applicables pour di�érentes formes d'élément et di�érents degrés. Le
nombre de noeuds par élément pour le premier degré peut donc varier de quatre pour le
tétraèdre, à huit pour le quadrangle. Les formes utilisées dans ce travail sont le quadrangle
et le prisme. De nouveau, deux types d'élément sont implémentés un pour le champ élec-
trique et un pour le couplage électro-mécanique. Les fonctions de forme du prisme devront
aussi être modi�ées.

5.5.1 Elément électrique

L'élément de type électrique pur se nomme �t_3de�. Comme dans le cas à une dimen-
sion, seule la matrice de raideur doit être calculée. La matrice de masse est nulle. En sa
qualité de template, cet élément donne naissance à six éléments correspondant aux trois
di�érentes formes d'élément à trois dimensions implémentés dans Oofelie pour le premier
degré et pour le second degré : la pyramide, le prisme et le quadrangle.

#include "ff_3d1.h" // Premier degré

typedef T_3de<ff_3d1_5> T_3de_5; // Pyramide

typedef T_3de<ff_3d1_6> T_3de_6; // Prisme

typedef T_3de<ff_3d1_8> T_3de_8; // Quadrangle

#include "ff_3d2.h" // Deuxième degré

typedef T_3de<ff_3d2_13> T_3de_13; // Pyramide

typedef T_3de<ff_3d2_15> T_3de_15; // Prisme

typedef T_3de<ff_3d2_20> T_3de_20; // Quadrangle

La matrice de raideur

La matrice de raideur est de taille �n� n� où n est le nombre de noeuds de l'élément.
Elle se calcule par la relation suivante :

Ke =
X

pt de Gauss

BT "BwjJ j

où B est une matrice de taille �3�n� comprenant les dérivées selon x, y et z des n fonctions
de forme associées aux n noeuds.

Implémentation de la matrice de raideur

Pour calculer la matrice élémentaire de raideur électrique, le programme appelle la fonc-
tion fill_lin_k par l'intermédiaire de la fonction fill_stiffness où se remplit la matrice
des coe�cients Co. Les di�érences par rapport à l'élément à une dimension apparaissent
à di�érents endroits. Tout d'abord, la classe des fonctions de forme est de type template
et s'appelle FF . Le nombre de noeuds y est indiqué pour chaque forme géométrique, ainsi
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que les fonctions donnant accès aux fonctions de forme et à leurs dérivées évaluées aux
points de Gauss.

La méthode d'intégration est celle de Gauss, mais les points de Gauss sont di�érents
d'une forme géométrique à l'autre. Pour le prisme, une intégration de Gauss particulière
IntGauss3d_prism a été implémentée. Les deux paramètres d'entrée sont le nombre de
points de Gauss sur une face triangulaire et le nombre de points en hauteur. Dans les autres
cas, les trois paramètres sont le nombre de points dans les trois directions.

template <class FF>

void T_3de<FF>::fill_lin_K (Matsym & Kel,Matrix &Co)

{

...

FF shp;

int numff = shp.NUMFF;

Integr *integ;

switch(number_of_nod)

{ case 4: { integ=new IntGauss3d(1,1,1); break; } //Tétraèdre

case 10: { integ=new IntGauss3d(2,2,2); break; } //

case 6: { integ=new IntGauss3d_prism(3,2); break; } //Prisme

case 15: { integ=new IntGauss3d_prism(3,2); break; } //

case 8: { integ=new IntGauss3d(2,2,2); break; } //Hexaèdre

default: { integ=new IntGauss3d(2,2,2); } //

};

La matrice de raideur est construite par une somme sur les points de Gauss. Pour le
point j, le pointeur integ fournit ces coordonnées dans l'espace de référence ainsi que son
poids. La variable etai est la quatrième coordonnée du point de Gauss dans le cas du
prisme comme indiqué au paragraphe (5.5.4). Pour les autres formes, elle n'est pas utilisée.
La matrice de raideur électrique est de nouveau de signe négatif pour correspondre à celle
implémentée dans l'élément piezoélectrique.

...

// Loop over Gauss points -------------------------------------------

for (j = 1; j <= integ->NumPts (); j++)

{

integ->CoordWeight (j, xi, yi, zi, weight,&etai);

shp.ValFF3 (VFF, xi, yi, zi,etai);

shp.JdetDFFG3(J_det, DXFF, DYFF, DZFF, xi, yi, zi, Co, etai);

dv = weight * J_det;

if(dv<0) dv=-dv;

mater->VVV_from_Grad_1d_to_B_3d(DXFF, DYFF, DZFF, Bphi);

Kel -= dv * (Ed.AtSymA(Bphi));

};

delete integ;

}
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5.5.2 Elément électro-mécanique

L'élément électro-mécanique �t_3dp� étudie le champ mécanique et le champ électrique.
Le nombre de degré de liberté par noeud s'élève à quatre : trois de déplacement (ux,uy,uz)
et un pour le potentiel scalaire (�). Le nombre de degré de liberté total de l'élément est
n � 4 où n est le nombre de noeuds. La structure du vecteur des inconnues est :

q =
�
ux1 uy1 uz1 ux2 uy2 uz2 � � � uxn uyn uzn �1 �2 � � � �n

�T
Cet élément en tant que �template� engendre aussi six éléments de forme et de degré
di�érents.

La matrice de raideur

Dans le problème à trois dimensions, la matrice de raideur comprend un couplage
anisotrope piezoélectrique. Elle est de taille �4n� 4n�. Il est subdivisée en trois matrices :0BBBB@

j
Kuu j Ku�

j
_ _ _ ? _

K�u j K��

1CCCCA
� une matrice carrée associée aux degrés de liberté mécanique.

Kuu =
X

pt de Gauss

BT
u cBuwijJ j

où la matriceBu est de taille �6�3n�. En e�et, elle ne reprend plus un simple gradient.
Ces six degrés de liberté sont associés aux déformations dans les trois directions
perpendiculaires ainsi qu'aux trois déformations en cisaillement.

� une matrice électrique :

K�� =
X

pt de Gauss

BT
�"B�wjJ j

� une matrice de couplage piezoélectrique

Ku� =
X

pt de Gauss

BT
u eB�wijJ j

où e est la matrice de couplage piezoélectrique. Elle a les dimensions �6� 3�.

Implémentation de la matrice de raideur

La matrice de raideur de l'élément électromécanique s'implémente de la même façon
que la matrice de raideur électrique. Ici, trois matrices sont calculées en parallèle K_u,
K_phi et K_phi_u en tenant compte du signe négatif pour la matrice électrique. Les
deux matrices Bu et Bphi se calculent bien séparément.
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template <class FF>

void T_3dp<FF>::fill_lin_K (Matsym & Kel,Matrix &Co) {

...

// Loop over Gauss points -------------------------------------------

for (j = 1; j <= integ.NumPts (); j++)

{

integ.CoordWeight (j, xi, yi, zi, weight,&etai);

shp.ValFF3 (VFF, xi, yi, zi,etai);

shp.JdetDFFG3(J_det, DXFF, DYFF, DZFF, xi, yi, zi, Co,etai);

dv = weight * J_det;

if(dv<0) dv=-dv;

mater->VVV_from_Grad_3d_to_B_3d(DXFF, DYFF, DZFF, Bu);

BuT=Bu.transp();

mater->VVV_from_Grad_1d_to_B_3d(DXFF, DYFF, DZFF, Bphi);

BphiT=Bphi.transp();

Kel_u += dv * (H.AtSymA(Bu));

Kel_phi -= dv * (Ed.AtSymA(Bphi));

Kel_phi_u = Kel_phi_u + (BphiT * (dv * EpT)) * Bu;

}

Kel.set_to_zero();

int first_ddl_piez = 3 * number_of_nod + 1;

Kel.fill_with(Kel_u, 1, 1);

Kel.fill_with(Kel_phi, first_ddl_piez,first_ddl_piez);

Kel.fill_with(Kel_phi_u, first_ddl_piez, 1);

};

La matrice de masse

La matrice de masse se dé�nit de la même façon que dans le cas à une seule dimension. Il
s'agit d'une matrice �4n�4n� dont seule la partie associée aux degrés de liberté mécanique
est non nulle.

5.5.3 Les forces électriques

Le calcul des forces internes à trois dimensions est fort semblable à celui des éléments
à une seule dimension. Les pointeurs nécessaires sont généralisés aux trois dimensions
mécaniques. Les coordonnées sont modi�ées dans les trois directions et les forces électriques
sont appliquées au degré de liberté mécanique des noeuds.

template <class FF> void T_3de<FF>::fill_inter_forc (Vect & Fint)

{ ...

Set3 *displ = (Set3 *) get_properties (DISPLACEMENT);

Set *pot = (Set *) get_properties (EP|RE|GD);

Set3 *forcemeca = (Set3 *) get_properties (TX|TY|TZ|GF|I2);
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Propelem *prprties = (Propelem *) get_properties (PROPELEM_PO);

Dofset *dof = (Dofset *) get_properties (DOFSET_PO);

...

for ( i=1; i <= numff; i++)

{

DofNumber ret= dof->get_dof(0,n[i-1],0,TX);

if((*dof)[ret]!=NULL)

{

Co[i][1]+= displ->pnt (n[i-1], TX|GD);

Co[i][2]+= displ->pnt (n[i-1], TY|GD);

Co[i][3]+= displ->pnt (n[i-1], TZ|GD);

}

}

...

for ( i=1; i <= numff; i++)

{

DofNumber ret= dof->get_dof(0,n[i-1],0,TX);

if((*dof)[ret]!=NULL)

{

forcemeca -> pnt (n[i-1],(TX|GF)) += Enoe[3*i-2] *Fint[i]/2;

forcemeca -> pnt (n[i-1],(TY|GF)) += Enoe[3*i-1] *Fint[i]/2;

forcemeca -> pnt (n[i-1],(TZ|GF)) += Enoe[3*i] *Fint[i]/2;

}

}

return;

};

5.5.4 Eléments prismatiques

Dans l'implémentation habituelle des fonctions de forme des éléments prismatiques, le
poids de chaque noeud n'est pas équivalent. La raideur de l'élément dépend alors de l'ordre
dans lequel les noeuds sont numérotés. Pour supprimer cet e�et, de nouvelles fonctions de
forme ont été implémentées dans Oofelie.

A partir de développements e�ectués pour des triangles à deux dimensions [3], de nou-
velles fonctions de forme pour les prismes à six noeuds vont être créées. Elles s'écrivent :8>>>><>>>>:

N1 = �1
1� �

2

N2 = �2
1� �

2

N3 = �3
1� �

2

8>>>><>>>>:
N4 = �1

1 + �

2

N5 = �2
1 + �

2

N6 = �3
1 + �

2

(5.6)

Comme le montre la �gure (5.6), l'espace à trois dimensions est dé�ni par quatre vecteurs
linéairement dépendants. Les dérivées spatiales de ces fonctions de forme demandent donc
un traitement particulier.
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Fig. 5.6:

Soit un champ w approximé par la relation :

w =
X
i

wiNi

Sa dérivée spatiale selon les trois directions x, y et z peut se calculer à l'aide de la formule :8>>>>>>><>>>>>>>:
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X
i
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La dérivée des variables �i par rapport aux variables spatiales ainsi que le jacobien associé
à l'élément sont développés dans l'annexe(B).

Les points de Gauss correspondant à ces nouvelles fonctions de forme sont adaptés à la
forme des prismes. En e�et, la coordonnée des points de Gauss dans le direction � est celle
utilisée dans le cas à une dimension. Par contre selon le plan triangulaire, les coordonnées
sont di�érentes :

� Pour un seul point de Gauss, les coordonnées sont : (
1

3
;
1

3
;
1

3
) avec un poids de 1.

� Un première con�guration à trois points donne les coordonnées suivantes :(
2

3
;
1

6
;
1

6
),

(
2

3
;
1

6
;
1

6
), (

2

3
;
1

6
;
1

6
) avec un poids égal à chaque noeud de

1

3
. Cette con�guration sera

appelée �3�.

� Une seconde liste de coordonnées est possible avec trois points de Gauss : (
1

2
;
1

2
; 0),

(0;
1

2
;
1

2
), (

1

2
; 0;

1

2
) avec un poids de

1

3
. Celle-ci s'appellera ��3�.
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Implémentation

Dans le �chier des fonctions de forme à trois dimensions du premier degré ff_3d1, les
routines évaluant les fonctions de forme en un point sont modi�ées. Les données entrantes
sont les coordonnées du point dans l'espace de référence. Dans le cas du prisme, l'espace
étant dé�ni par quatre coordonnées, un paramètre supplémentaire doit être ajouté à la liste.
Celui-ci a une valeur par défaut de zéro pour ne pas perturber l'appel des autres fonctions
de forme. Dans la classe des fonctions de forme des prismes ff_3d1_6, la fonction V alFF3
évalue les fonctions de forme en un point comme dé�nis à l'équation (5.6). Les dérivées
spatiales dans les axes réels sont calculées dans les routines V alDXFF3, V alDY FF3 et
V alDZFF3. La déclaration de ces quatre fonctions est :

void ValFF3 (Vect & v, double x, double y, double z, double eta = 0) const;

void ValDXFF3(Vect & v,double x,double y,double z,Matrix & Co,double eta=0) const;

void ValDYFF3(Vect & v,double x,double y,double z,Matrix & Co,double eta=0) const;

void ValDZFF3(Vect & v,double x,double y,double z,Matrix & Co,double eta=0) const;

Les variables x,y et z jouent le rôle des �i. La variable d'extrusion est eta.
L'élément a en général besoin du jacobien de ce changement de variable. Pour cela,

il fait appel à la fonction JdetDFFG3 qui fournit les dérivées spatiales et le jacobien en
échange des coordonnées du point de Gauss dans l'espace de référence. De nouveau, un
paramètre supplémentaire avec une valeur par défaut doit être ajouté pour permettre le
passage des coordonnées des points de Gauss dans le cas des prismes.

void JdetDFFG3(double& J_det,

Vect & DXFF, Vect & DYFF, Vect & DZFF,

double x, double y, double z, Matrix & nodes, double eta = 0) const;

Dans le cas particulier des prismes du premier degré, cette fonction en appelle une autre
JacoT4 qui calcule les dérivées et le jacobien comme indiqué en annexe.

La seconde modi�cation à e�ectuer se situe dans l'intégration par la méthode de Gauss.
En e�et, les points de Gauss nécessitent quatre coordonnées. Dans la classe integr une
nouvelle fonction a été créée IntGauss3d_prism pour fournir les bonnes coordonnées.

Application à un problème symétrique

La matrice de raideur des éléments de prisme ne dépend plus de la numérotation des
noeuds et re�ète bien les symétries. Pour le véri�er, les matrices de raideur des deux prismes
du problème illustrés à la �gure (5.7) vont être comparées.

L'élément inférieur numérote ses noeuds dans l'ordre �2,5,3�, tandis que l'élément supé-
rieur les numérote dans l'ordre �4,3,6�. Sur le dessin, nous pouvons remarquer une symétrie
entre les noeuds �2�et�4� et �5�et�6�.
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Fig. 5.7: Vue en élévation. Les numéros encerclés correspondent aux noeuds de la face
inférieure et les carrés à ceux de la face supérieure

La matrice de raideur élémentaire de ce premier prisme est :
0
BBBBBB@

�5:16483 10
�12

�1:66639 10
�26

2:2135 10
�12

�3:68917 10
�13

1:10675 10
�12

2:2135 10
�12

�1:66639 10
�26

�2:2135 10
�12

�7:37833 10
�13

1:10675 10
�12

1:10675 10
�12

7:37833 10
�13

2:2135 10
�12

�7:37833 10
�13

�4:427 10
�12

2:2135 10
�12

7:37833 10
�13

�6:55323 10
�26

�3:68917 10
�13

1:10675 10
�12

2:2135 10
�12

�5:16483 10
�12

�1:67617 10
�26

2:2135 10
�12

1:10675 10
�12

1:10675 10
�12

7:37833 10
�13

�1:67617 10
�26

�2:2135 10
�12

�7:37833 10
�13

2:2135 10
�12

7:37833 10
�13

�6:55323 10
�26

2:2135 10
�12

�7:37833 10
�13

�4:427 10
�12

1
CCCCCCA

Celle du second a l'allure suivante :
0
BBBBBB@

�5:16483 10
�12

2:2135 10
�12

�1:67617 10
�26

�3:68917 10
�13

2:2135 10
�12

1:10675 10
�12

2:2135 10
�12

�4:427 10
�12

�7:37833 10
�13

2:2135 10
�12

�6:55323 10
�26

7:37833 10
�13

�1:67617 10
�26

�7:37833 10
�13

�2:2135 10
�12

1:10675 10
�12

7:37833 10
�13

1:10675 10
�12

�3:68917 10
�13

2:2135 10
�12

1:10675 10
�12

�5:16483 10
�12

2:2135 10
�12

�1:66607 10
�26

2:2135 10
�12

�6:55323 10
�26

7:37833 10
�13

2:2135 10
�12

�4:427 10
�12

�7:37833 10
�13

1:10675 10
�12

7:37833 10
�13

1:10675 10
�12

�1:66607 10
�26

�7:37833 10
�13

�2:2135 10
�12

1
CCCCCCA

La raideur associée aux noeuds �6� et �5� est identique. La matrice de raideur re�ète donc
bien la symétrie quelle que soit la numérotation des noeuds.

5.5.5 Application

Dé�nition du problème

La modélisation de la capacité à trois dimensions se fera de deux manières di�érentes.
La première approche est de prendre un quart du problème. En e�et, la symétrie de

révolution rend le champ électrique normal aux deux surfaces verticales, nul et le déplace-
ment mécanique parallèle à ces surfaces. Des conditions de Neumann apparaissent donc à
cet endroit pour le champ électrique et des conditions de Dirichlet pour le déplacement.
Le problème pourrait se réduire à une fraction encore plus petite du disque, mais les condi-
tions aux limites mécaniques devrait s'exprimer dans les axes de la face. Le fait que les
noeuds puissent se déplacer dans un plan, se traduit par une contrainte à véri�er lors du
calcul. Le problème devient alors un problème d'optimisation avec des multiplicateurs de
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Fig. 5.8: Modélisation de la capacité

Lagrange. Pour éviter cela, les faces sont parallèles aux axes. Les conditions de Dirichlet
à imposer sur les faces sont ux = 0 sur la face parallèle à l'axe y et uy = 0 sur la face
parallèle à x. En ce qui concerne les conditions aux limites du potentiel électrique, celui-ci
s'annule sur la plaque inférieure et vaut 10 V sur la plaque supérieure. Les deux dernières
faces reprennent la condition limite à l'in�ni ce qui correspond à une condition de Dirichlet
de potentiel nul.

Le second modèle avec des éléments à trois dimensions est un ensemble de 18 paral-
lélépipèdes où les conditions sont imposées uniformément sur chaque plan vertical. Les
déplacements ne seront permis que dans la direction z. Cette approche simpli�ée corres-
pond à une capacité formée de plans in�nis. Les résultats pourront donc être comparés à
ceux obtenus lors de l'étude analytique.

Champ du potentiel scalaire

Le maillage du problème du quart de disque est formé de prismes et de quadrangles.
Une vue en élévation est montrée à la �gure 5.9.
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Fig. 5.9: Vue en élévation du maillage

Les résultats indiquent que le potentiel se comporte de manière linéaire entre les deux
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capacités comme prévu dans la théorie. Les courbes d'isovaleur à l'extérieur de la capacité
montrent une décroissance rapide du champ électrique. Les résultats concordent bien avec
ceux obtenus avec le logiciel getdp. Les nouvelles fonctions de forme rendent les résultats
parfaitement symétriques ce qui n'était pas le cas avec les anciennes.
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Fig. 5.10: Potentiel électrique avec Oofelie à droite et avec Getdp à gauche

Dans le cas du second modèle, le potentiel vaut 5 V au milieu des deux plaques.

Densité de charge électrique

Dans le cas du problème réel, les charges se répartissent sur la capacité. Pour véri�er
si leurs densités est correcte, il faut connaître la surface des éléments ce qui complique les
choses. C'est pourquoi le modèle du plan in�ni se prête mieux à l'étude de la charge.

Pour une capacité formée de deux plans in�nis, la densité de charge pour une di�é-
rence de potentiel de 10V et une distance entre les deux plaques de 1�m vaut 8:84210�5C.
La côté des éléments cubique est de 0:5�m. La charge totale sur la surface d'une élément est
2:210510�17C. L'apport de charge aux noeuds est donc le quart de cette valeur. On devrait
donc trouver : 5:52610�18C. En éléments �nis, les charges aux noeuds s'additionnent lorsque
plusieurs éléments se rencontrent. Les résultats obtenus avec Oofelie dépendent donc des
noeuds. Pour un noeud in�uencé par un seul élément, la charge est de 5:5337 10�18C. Les
résultats sont donc corrects.

En ce qui concerne les prismes, nous allons véri�er leur �abilité pour le calcul du
potentiel et des charges aux noeuds. Pour cela, le second modèle va être quelque peu
modi�é. La direction y ne comptera qu'un seul élément et la direction x en aura deux. Le
second élément cubique va être divisé en deux triangles. Une vue en élévation est illustrée
à la �gure (5.11). Les charges aux noeuds y sont indiquées. Le potentiel entre le deux
plaques est parfaitement uniforme. Par contre, il n'en est pas de même pour les charges.
Pour chaque élément, la charge totale sur la surface est correcte, mais cette charge est
répartie de manière égale sur tous les noeuds. Les éléments de prisme perturbent alors
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quelque peu la répartition des charges, mais les nouvelles fonctions de forme rendent ces
résultats indépendants de la numérotation des noeuds lors de la dé�nition de l'élément. Un
des problèmes des éléments de prisme est donc résolu, mais ils donnent quand même de
moins bons résultats que les quadrangles.

5 . 5 3  1 0 - 1 8

5 . 5 3  1 0 - 1 8

9 . 2 2  1 0 - 1 8

1 . 2 9  1 0 - 1 7 3 . 6 8  1 0 - 1 8

7 . 3 8  1 0 - 1 8

Fig. 5.11: In�uence des prismes

La force électrique

La force électrique dans le cas du premier modèle est de l'ordre de 10�9N dans la
direction selon z et vaut au plus 10�10N selon x et y.

Pour le second modèle, les éléments de la couche supérieure sont de type électro-
mécanique. L'intensité de la force électrique par unité de surface est de 442; 1N=m2. Pour
une surface de (0:5�m)2, la force électrique pour chaque noeud est de 2:76 10�11N . Par le
calcul numérique, la force aux noeuds est 2:8 10�11N .

La matrice de raideur de couplage

La matrice de raideur voit apparaître, à cause du couplage, deux matrices supplémen-
taires. Elles se situent entre les degrés de liberté directement touchés par la force électrique
c'est à dire les degrés mécaniques sur la surface inférieure de la capacité et les degrés
électriques libres à proximité. La matrice de raideur n'a plus l'air symétrique. Lorsque la
précision d'interpolation diminue, un symétrie semble apparaître, mais n'est pas aussi claire
que dans le cas à une dimension.

La matrice de raideur sans couplage est :
0
BBBBBBBBB@

�4:5910e � 018 �1:8036e � 018 8:1981e � 020 �3:2793e � 019 0:00000 0:00000 0:00000 0:00000

�1:8036e � 018 �4:5910e � 018 �3:2793e � 019 8:1981e � 020 0:00000 0:00000 0:00000 0:00000

8:1981e � 020 �3:2793e � 019 �4:5910e � 018 �1:8036e � 018 0:00000 0:00000 0:00000 0:00000

�3:2793e � 019 8:1981e � 020 �1:8036e � 018 �4:5910e � 018 0:00000 0:00000 0:00000 0:00000

0:00000 0:00000 0:00000 0:00000 0:021663 0:0090540 0:0013710 0:0032443

0:00000 0:00000 0:00000 0:00000 0:0090540 0:021767 0:0024455 �0:00032960

0:00000 0:00000 0:00000 0:00000 0:0013710 0:0024455 0:016871 0:0074566

0:00000 0:00000 0:00000 0:00000 0:0032443 �0:00032960 0:0074566 0:020169

1
CCCCCCCCCA

La di�érence entre la matrice de couplage électro-mécanique et la matrice sans couplage
pour les degré de liberté éléctrique et mécanique selon x est :
0
BBBBBBBBB@

�1:0353e � 026 �7:5887e � 027 �5:5379e � 027 3:6628e � 027 �1:6085e � 011 �9:9224e � 012 �8:7206e � 012 �1:5469e � 011

�7:5887e � 027 �4:1897e � 027 3:6628e � 027 6:2513e � 028 �9:8608e � 012 �1:6055e � 011 �1:5407e � 011 �8:6282e � 012

�5:5379e � 027 3:6628e � 027 1:9733e � 027 4:7373e � 027 �8:6282e � 012 �1:5377e � 011 �1:5993e � 011 �9:8299e � 012

�2:5002e � 027 �5:5379e � 027 4:7373e � 027 8:1363e � 027 �1:5407e � 011 �8:6590e � 012 �9:8916e � 012 �1:6024e � 011

�1:9061e � 011 �1:0453e � 011 �7:0709e � 012 �1:3220e � 011 �0:00042532 �0:00018511 �3:7958e � 005 �0:00010226

�1:0453e � 011 �1:9061e � 011 �1:3220e � 011 �7:0709e � 012 �0:00018511 �0:00042430 �0:00010176 �3:6689e � 005

�7:0709e � 012 �1:3220e � 011 �1:9061e � 011 �1:0453e � 011 �3:6924e � 005 �0:00010124 �0:00042464 �0:00018436

�1:3220e � 011 �7:0709e � 012 �1:0453e � 011 �1:9061e � 011 �0:00010200 �3:7464e � 005 �0:00018514 �0:00042510

1
CCCCCCCCCA

Les quatre premiers degrés de liberté sont électriques et les quatre suivants sont mécaniques
dans la direction z.
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La position d'équilibre

Pour pouvoir simuler l'hypothèse de plan in�ni, il faudrait avoir un ressort en tout point
de la surface supérieure de l'élément. Or, ce n'est pas possible en éléments �nis. Le nombre
de ressort est limité à quatre : un pour chaque noeud. Leur raideur est de 0:312 10�10N=m
pour obtenir une raideur par unité de surface de 11010N=m2. L'écart entre les deux plaques
est de 1�m et la di�érence de potentiel de 10V . Dans ce cas, la face inférieure de la plaque
se déplace de �5:0243 10�2�m et le potentiel central vaut alors 5:2701V ce qui correspond
aux résultats obtenus par l'étude analytique où la position d'équilibre était de 0:951�m.
Lorsque la raideur par unité de surface diminue au delà de 1 109N=m, le système ne trouve
plus de position d'équilibre.

Etude des fréquences propres

Les fréquences d'oscillation autour de cette position d'équilibre sont obtenues à partir
de la méthode de la puissance. Les résultats sont les suivants : sans couplage, la première
pulsation propre du système est de 3:9098 107rad=s pour une plaque d'une épaisseur de
1�m. Avec un potentiel de 10 V , la fréquence diminue à 3:708 107rad=s. Ces résultats
correspondent bien à ceux obtenus par calcul analytique.
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Fig. 5.12: La première fréquence propre décroit lorsque le potentiel augmente
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5.6 Approche axisymétrique

La prise en compte de toutes symétries du domaine réduit fortement le nombre de degré
de liberté lors de l'étude par les éléments �nis. Il faut alors déterminer les conditions aux
limites du nouvel espace à étudier. Dans le cas des deux disques, apparaît tout d'abord
une symétrie par rapport au plan parallèle aux deux plaques et équidistant de celles-ci.
Sur ce plan, le champ électrique tangeant est nul ce qui rend constant le potentiel scalaire
V . Ensuite, vu la forme circulaire de la capacité, une approche axisymétrique est possible.
En e�et, le champ électrique n'a pas de composante selon e�. Sur l'axe de révolution, il
n'a pas non plus de composante radiale. La composante normale à la surface du champ de
déplacement, Dn sera donc nulle sur cet axe. A l'in�ni, le potentiel scalaire est nul, ce qui
annulle le potentiel sur le plan de symétrie. La �gure (5.13) montre toutes les conditions
aux limites du problème.

v = c s t = 0

V = 0

D n = 0

Fig. 5.13: Condition aux limites

5.6.1 Elément électrique

L'élément électrique axisymétrique se nomme t_2de_axi. Sa matrice de raideur de-
mande un traitement particulier.

La matrice de raideur

L'expression de la matrice de raideur dans le cas à trois dimensions est :X
i

Vi

Z
V

"grad�i:grad�j dv

Le gradient peut s'écrire en coordonnées cylindriques de la manière suivante :

grad�i =

0@ @�i
@r

1
r

@�i
@�

@�i
@z

1A
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Selon l'approche axisymétrique, le potentiel électrique ne varie pas selon la coordonnée
�. La matrice de raideur devient :X

i

Vi

Z
S

"

�
@�i
@r
@�i
@z

�T

:

�
@�i
@r
@�i
@z

�
2�r dr dz = 0

Cette intégrale sera évaluée par la méthode de Gauss. Le calcul à e�ectuer est :

K =
X

Pt de Gauss

BT "B2�rwjJ j

Implémentation de la matrice de raideur

La fonction fill_Co remplit la matriceCo avec les coordonnées des noeuds de l'élément.
Si le maillage n'a pas été créé dans le plan x; y, cette fonction le translate dans ce plan.

void T_2de_axi::fill_Co(Matrix &Co) { int i;

Positset *nodes_group = (Positset *) get_properties (POSITSET_PO);

Vect3 origine(0,0,0);

Vect3 axe(0,1,0);

for (i = 1; i <= number_of_nod; i++)

{

Vect3 xyz = nodes_group->get_vec3 (n[i - 1]);

Vect3 r = xyz - origine;

double l = r.length();

Co[i][2] = r*axe;

Co[i][1] = pow(pow(l,2)-pow(Co[i][2], 2),0.5);

}

}

L'implémentation de la matrice de raideur s'e�ectue dans la fonction fill_lin_K. Elle
s'écrit de la même manière que dans les cas à une et à trois dimensions. Les fonctions de
forme utilisées sont celles à deux dimensions.
Une nouvelle fonction V V V_from_Grad_1d_to_B_2d_axi a été créée pour construire
la matrice B dans le cas axisymétrique. En réalité, elle peut aussi servir pour les problèmes
à deux dimensions puisque les gradients sont identiques.

void T_2de_axi::fill_lin_K (Matsym & Kel,Matrix &Co) {

int numff = get_number_of_nod();

int j;

Propelem *prprties = ((Propelem *) get_properties (PROPELEM_PO));

int matnum = (int) prprties->get (MATERIAL);

Material *mater = (*((Materset *) get_properties (MATERSET_PO)))[matnum];

short Ngp = 2;

IntGauss2d integ (Ngp, Ngp);

Matsym Ed (2); mater->Dielec_2d (Ed);

Matrix Bphi(2, numff);

double J_det;

double xi, yi, dv, weight;
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Vect VFF(numff), DXFF (numff), DYFF (numff);

// Loop over Gauss points -------------------------------------------

for (j = 1; j <= integ.NumPts (); j++)

{

integ.CoordWeight (j, xi, yi, weight);

shp.ValFF2 (VFF, xi, yi);

double radii=VFF[1]*Co[1][1]+VFF[2]*Co[2][1]+VFF[3]*Co[3][1]+VFF[4]*Co[4][1];

shp.JdetDFFG2(J_det, DXFF, DYFF, xi, yi, Co);

dv = 2*M_PI*radii*weight * J_det;

if(dv<0) dv=-dv;

mater->VVV_from_Grad_1d_to_B_2d_axi(DXFF, DYFF, Bphi);

Kel -= dv * (Ed.AtSymA(Bphi));

}

}

5.6.2 Elément électro-mécanique

La matrice de raideur

La matrice de raideur de l'élément axisymétrique est composée de deux parties : une
partie électrique et une partie mécanique.

K =

�
Kuu 0
0 K��

�
� La matrice K�� se calcule de la même façon que dans le cas électrique pur.

� Par contre, la matrice Kuu nécessite quelques commentaires. Elle s'écrit sous la forme
intégrale suivante :

Kuu =

Z
BT
u cBu2�r dV

La matrice de Hooke c est de taille �4 � 4�. La matrice des dérivées Bu est un peu
particulière. En e�et, elle s'exprime sous la forme :

B u =

0BB@
@u
@x

0
0 @v

@y
@u
@y

@v
@x

u
r

0

1CCA
Elle est composée de dérivée mais dépend aussi de la variable u et du rayon. Après
discrétisation, la matrice de raideur se calcule par la somme suivante :

Kuu =
X

pt de Gauss

0BBB@
@�

@x
0

0 @�

@y
@�

@y

@�

@x
�

r
0

1CCCA
T

c

0BBB@
@�

@x
0

0 @�

@y
@�

@y

@�

@x
�

r
0

1CCCA 2�r dV
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Implémentation de la matrice de raideur

Les matrices de HookeH et Bu ont bien les dimensions demandées. Une fonction supplé-
mentaire a été implémentée. Il s'agit de la fonction V V V_from_Grad_1d_to_B_2d_axi.
Elle construit la matrice Bu. Deux informations en plus sont nécessaire pour la calculer :
les fonctions de forme V FF et le rayon radii. La matrice de raideur électrique est de signe
opposé pour garder une certaine symétrie lors de la création de la matrice de raideur de
couplage.

void T_2dp_axi::fill_lin_K (Matsym & Kel,Matrix &Co) {

...

Matsym H (4); mater->Hooke_axisymm (H);

Matrix Bu (4, 2 * numff);

...

// Loop over Gauss points -------------------------------------------

for (j = 1; j <= integ.NumPts (); j++)

{

integ.CoordWeight (j, xi, yi, weight);

shp.ValFF2 (VFF, xi, yi);

shp.JdetDFFG2(J_det, DXFF, DYFF, xi, yi, Co);

double radii=VFF[1]*Co[1][1]+VFF[2]*Co[2][1]+VFF[3]*Co[3][1]+VFF[4]*Co[4][1];

mater->VVV_from_Grad_3d_to_B_2d_axi(DXFF, DYFF,VFF,radii, Bu);

mater->VVV_from_Grad_1d_to_B_2d_axi(DXFF, DYFF, Bphi);

dv = 2*M_PI*radii*weight * J_det;

if(dv<0) dv=-dv;

Kel_phi -= dv * (Ed.AtSymA(Bphi));

Kel_u += dv * (H.AtSymA(Bu));

};

int first_ddl_piez = 2 * number_of_nod + 1;

Kel.fill_with(Kel_u, 1, 1);

Kel.fill_with(Kel_phi, first_ddl_piez,first_ddl_piez);

return;

}

La matrice de masse

La matrice de masse axisymétrique s'écrit :

Mij =

Z
�i�j�2�rdS

Elle se calcule donc assez facilement.

5.6.3 Les forces électriques

Encore un fois, seules les forces internes de l'élément électrique seront expliquées ici.
Celles du solide en découlent facilement. La matrice contenant les coordonnées des points
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est remise à jour et la force électrique créée par l'élément d'air est appliquée au degré de
liberté mécanique correspondant.

void T_2de_axi::fill_inter_forc (Vect & Fint) {

...

for ( i=1; i <= numff; i++)

{

DofNumber ret= dof->get_dof(0,n[i-1],0,TX);

if((*dof)[ret]!=NULL)

{

Co[i][1]+= displ->pnt (n[i-1], TX|GD);

Co[i][2]+= displ->pnt (n[i-1], TY|GD);

}

}

...

// Loop over Gauss points -------------------------------------------

for (int ii = 1; ii <= integ.NumPts (); ii++)

{

...

double radii=VFF[1]*Co[1][1]+VFF[2]*Co[2][1]+VFF[3]*Co[3][1]+VFF[4]*Co[4][1];

dv = 2*M_PI*radii*weight * J_det;

if(dv<0) dv=-dv;

mater->VVV_from_Grad_1d_to_B_2d_axi(DXFF, DYFF, Bphi);

BphiT=Bphi.transp();

EPot= Bphi * Up;

D = Ed * EPot;

for (i=1;i<=numff;i++)

{

Enoe[2*i-1] -= VFF[i]*EPot[1];

Enoe[2*i] -= VFF[i]*EPot[2];

}

Fint -= BphiT * D * dv;

} // Fin pts Gauss

for ( i=1; i <= numff; i++) {

DofNumber ret= dof->get_dof(0,n[i-1],0,TX);

if((*dof)[ret]!=NULL)

{

forcemeca -> pnt (n[i-1], (GF|TX|I2)) += Enoe[2*i-1] *Fint[i]/2;

forcemeca -> pnt (n[i-1], (GF|TY|I2)) += Enoe[2*i] *Fint[i]/2;

}

}

return;

};
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5.6.4 Allure du champ électrique

Le problème étudié est celui présenté au début de ce paragraphe. Les conditions aux
limites sont indiquées à la �gure (5.13). La capacité est mise à un potentiel de 10 V et
l'�extérieur� est mis à zéro. Le potentiel électrique est facilement obtenu avec beaucoup
moins de degrés de liberté que dans le cas à trois dimensions. Les résultats ont l'air de
correspondre avec ceux obtenus avec Getdp. Le champ électrique, qui est le gradient du
potentiel, est bien constant entre les deux plaques comme le prévoit le calcul analytique et
décroit en s'éloignant de la capacité.
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Fig. 5.14: Potentiel scalaire
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5.6.5 Couche d'éléments in�nis

Une des conditions limites était d'imposer un champ potentiel nul à l'in�ni. Or, lors
d'un maillage en éléments �nis, le domaine étudié est toujours fermé. Une des possibilités
pour résoudre ce problème est de choisir un domaine assez large pour que l'e�et des �parois�
n'in�uence pas de trop le pro�l du potentiel électrique. Cela conduit à un grand nombre
d'éléments. Il est donc intéressant de créer une couche d'éléments qui simulent l'in�uence
du champ à l'in�ni.

θr

z

D o m a i n e  r é e l

v = c s t = 0

D n = 0

A p p r o c h e  a x i s y m é t r i q u e

v = c s t = 0

D n = 0

A p p r o c h e  a x i s y m é t r i q u e

a v e c  u n e  c o u c h e  d ' a i r  i n f i n i

Fig. 5.15: Couche d'éléments in�nis

Deux types de couches d'éléments in�nis peuvent être implémentés. La première qui
vient à l'esprit est une couche circulaire n'utilisant qu'une seule transformation en fonc-
tion du rayon. Le maillage utilisé ici étant construit avec des quadrangles, cela risque de
compliquer les choses. La seconde possibilité est d'utiliser deux bandes d'éléments in�nis
parallèles aux axes x et y. C'est cette méthode qui va être implémentée dans Oofelie.

Pour devenir des éléments in�nis, les éléments habituels subissent un changement de
variable homographique comme illustré à la �gure (5.16).(Cf. Cours d'analyse de deuxième
candi [9])

( a 1 , b 1 ) ( a 2 , b 1 )

( a 1 , b 1 ) ( a 2 , b 1 )

( a 1 , b 2 ) ( a 2 , b 2 )

x

y Y

X

( a 1 , b 1 ) ( a 2 , b 1 )

Fig. 5.16: Transformation homographique
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Dans la direction y, le changement de variable s'écrit de manière générale sous la forme :8<: X = x

Y =
ay + b

cy + d

!

8<: x = X

y =
�dY + b

cY � a

avec les conditions : �
Y = b2! y =1
Y = b1! y = b1

ce qui imposent deux relations entre les paramètres :�
a = b2c
b1(cb1 + d) = ab1 + b

L'équation selon y peut s'écrire, lorsque c est non nul :

y =
�dY + b

cY � a
=
�d�Y + b�

Y � b2

où d� = d
c
et b� = b

c
.

Il reste une relation à imposer pour pouvoir déterminer les di�érents paramètres. Le
potentiel électrique créé par une charge ponctuelle décroit en 1

r
lorsqu'on s'en éloigne. La

capacité se comporte comme un dipole à grande distance et s'annulent à l'in�ni en 1
r2
. Le

but est d'approcher ce champ de la manière la plus précise possible avec quelques éléments
du premier degré. Le calcul de la dérivée de ce champ sera un bon indicateur.8>><>>:

d

dY
(
1

y
) =

(b� � d�b2)

(b� � d�Y )2

d

dY
(
1

y2
) =

2(Y � b2)(b
� � d�b2)

(b� � d�Y )3

En posant d� = 0, la pente de la fonction potentielle est constante dans le cas de la charge
isolée. En ce qui concerne le cas du dipole, le champ transformé aura une décroissance
linéaire. Le champ potentiel sera alors bien représenté par des éléments du premier degré.

Le changement de variable deviendra :8<: X = x

Y =
b1(y � (b2 � b1))

y

!

8<: x = X

y =
b1(b2 � b1)

b2 � Y

La transformation d'un gradient de ce changement de variables est :�
@
@x
@
@y

�
=
^

�
@(x; y)

@(X; Y )

��1�
@
@X
@
@X

�
=

 
1 0

0 b1(b2�b1)
(b2�Y )2

!
�1

| {z }
J�1

�
@
@X
@
@X

�

=

 
1 0

0 (b2�Y )2

b1(b2�b1)

!�
@
@X
@
@X

�



Chapitre 5. Modélisation numérique 130

Lorsque la transformation homographique s'e�ectue dans la direction des x, la matrice
jacobienne sera :

J =

 
a1(a2�a1)
(a2�X)2

0

0 1

!

où a1 est la coordonnée selon x du bord �xe et a2, la coordonnée du bord projeté à l'in�ni.
Dans le cas des éléments qui subissent une transformation dans les deux directions leur

matrice jacobienne sera :

J =

 
a1(a2�a1)
(a2�X)2

0

0 b1(b2�b1)
(b2�Y )2

!
L'équation à résoudre par la méthode des éléments �nis devient :

X
i

Vi

Z
V

�
@�i
@X
@�i
@Y

�T

J�T ":J�1

�
@�i
@X
@�i
@Y

�
2�r(X; Y )jdtm(J)j dX dY = 0

Implémentation

L'implémentation de ces éléments in�nis se résume à quelques modi�cations dans l'élé-
ment électrique t_2de_axi. Les éléments subissant la transformation à l'in�ni sont répartis
sur une couche d'une certaine épaisseur. Les coordonnées des limites de cette couche doivent
être connue par chaque élément. Quatre paramètres Rint, Rext, Zint et Zext feront partie
des caractéristiques de l'élément. Rint est la coordonnée selon r de la limite inférieur de
la bande vertical et Rext est la limite qui est projetée à l'in�ni. Zint et Zext désignent les
même coordonnées dans la direction z.

L'élément électrique demande alors à ses propriétés si ces variables existent. Si c'est le
cas, il en prend la valeur. Par contre, si cette caractéristique n'est pas dé�nie, les variables
seront mises à zéro.

void T_2de_axi::fill_lin_K (Matsym & Kel,Matrix &Co) {

...

double Rint = prprties->exist (Xint) ? (double) prprties->get (Xint) : 0.;

double Rext = prprties->exist (Xext) ? (double) prprties->get (Xext) : 0.;

double Zint = prprties->exist (Yint) ? (double) prprties->get (Yint) : 0.;

double Zext = prprties->exist (Yext) ? (double) prprties->get (Yext) : 0.;

L'inverse du jacobien du changement de variable va être initialisé à la matrice identité,
puis modi�é dans la boucle sur les points de Gauss dans le cas où une ou deux transfor-
mations homographiques doivent être appliquées. Le rayon subit aussi une modi�cation
lorsqu'il existe une couche d'air verticale. Le premier radii calculé est la valeur de la com-
posante x du maillage évaluée à partir des fonctions de forme habituelles. Le changement
de variable envoie ce point à une distance plus éloignée. Le déterminant de la transforma-
tion homographique doit être ajouté à celui du changement de variable entre l'élément de
maillage et l'élément de référence. Puisque la matrice jacobien est diagonale, une simple
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division remplit cette tâche. Finalement, la matrice des dérivées Bphi est prémultipliée par
l'inverse de la matrice jacobienne.

...

Matrix J (2, 2); // Jacobien de la transfo à l'infini

J[1][1] = 1.; J[1][2] = 0.;J[2][1] = 0.; J[2][2] = 1.;

// Loop over Gauss points -------------------------------------------

for (j = 1; j <= integ.NumPts (); j++)

{

integ.CoordWeight (j, xi, yi, weight);

shp.ValFF2 (VFF, xi, yi);

double radii=VFF[1]*Co[1][1]+VFF[2]*Co[2][1]+VFF[3]*Co[3][1]+VFF[4]*Co[4][1];

shp.JdetDFFG2(J_det, DXFF, DYFF, xi, yi, Co);

// Jacobien de la transformation à l'infini

if ((Rint!=0) | (Rext !=0) )

{

J[1][1] = ((Rext-radii) *(Rext-radii))/(Rint*(Rext - Rint));

radii = (Rext-Rint)*Rint/(Rext-radii);

J_det = J_det /J[1][1];

}

if ((Zint!=0) | (Zext !=0) )

{

double Z=VFF[1]*Co[1][2]+VFF[2]*Co[2][2]+VFF[3]*Co[3][2]+VFF[4]*Co[4][2];

J[2][2] =((Zext-Z)*(Zext-Z))/ (Zint*(Zext - Zint));

J_det = J_det / J[2][2];

}

dv = 2*M_PI*radii*weight * J_det;

if(dv<0) dv=-dv;

mater->VVV_from_Grad_1d_to_B_2d_axi(DXFF, DYFF, Bphi);

Bphi = J*Bphi;

Kel -= dv * (Ed.AtSymA(Bphi));

};

};

Des modi�cations similaires doivent apparaître dans l'implémentation des forces in-
ternes.

5.6.6 Application

Potentiel électrique

Les résultats sont semblables à ceux obtenus avec Getdp. Les courbes d'isovaleur su-
bissent une discontinuité lors du passage dans la couche d'éléments in�nis, mais à l'intérieur
du domaine, elle ne subissent plus l'in�uence des parois (Voir �gure(5.17)).
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Fig. 5.17: Résultat avec une couche d'éléments �in�ni� à droite avec Oofelie, à gauche avec
Getdp

Une coupe de la valeur du potentiel au niveau de l'axe de symétrie de révolution montre
la décroissance accentuée du potentiel dans la couche des éléments in�nis. La comparaison
avec l'approche sans couche électrique est illustrée à la �gure (5.18)
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Fig. 5.18: Pro�l du potentiel
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Les charges électriques

Les charges électriques se répartissent sur la capacité de la manière suivante :

�0:0114 0 0 0 0:0114 0:0000 0:0010 ::: �0:0000

�0:0687 0 0 0 0:0687 0:0000 0:0062 ::: �0:0001

�0:1374 0 0 0 0:1374 0:0000 0:0127 ::: �0:0001

�0:2060 0 0 0 0:2060 0:0000 0:0198 ::: �0:0002

�0:2747 0 0 0 0:2747 0:0000 0:0282 ::: �0:0002

�0:3434 0 0 0 0:3434 0:0000 0:0387 ::: �0:0003

�0:4120 0 0 0 0:4122 0:0000 0:0531 ::: �0:0004

�0:4816 0 0 0 0:4795 0:0000 0:0760 ::: �0:0004

�0:5401 0 0 0 0:5606 0:0000 0:1293 ::: �0:0005

�0:4742 0 0 0 0:6123 0:0462 0:3223 ::: �0:0006

�0:2667 0 0 0 0 0 0 ::: �0:0006

�0:1306 0 0 0 0 0 0 ::: �0:0007

�0:0758 0 0 0 0 0 0 ::: �0:0008

�0:0517 0 0 0 0 0 0 ::: �0:0009

�0:0378 0 0 0 0 0 0 ::: �0:0010

�0:0290 0 0 0 0 0 0 ::: �0:0011

� � � � � � � � �

�0:0754 0 0 0 0 0 0 ::: �0:0056

�0:0977 0 0 0 0 0 0 ::: �0:0188

�0:0925 0 0 0 0 0 0 ::: �0:0213

�0:0177 0 0 0 0 0 0 ::: �0:0308

�0:0317 0:0000 0:0000 0:0001 0:0000 0:0000 0:0002 ::: �0:0082

à multiplier par 10�14

Les tirets signi�ent le passage dans la couche d'in�ni. L'intensité des charges au delà
de cette limite croit car la surface des éléments augmente. Sur la capacité, les charges aux
noeuds augmentent lorsque le rayon croit. De nouveau, l'intégrale se calcule sur un anneau
dont la super�cie augmente avec le rayon.

Les forces électriques

Les forces électriques sur la face inférieure de la plaque supérieur sont dirigées dans la
direction y au centre et s'écarte un peu de cette direction sur les bords. C'est ce que l'on
appelle les e�ets de bords. Les composantes x et y de la force sont les suivantes :0BBBBBBBBBBBBBB@

1:0538 10�16 �5:7234 10�10
6:4995 10�16 �3:4340 10�9
3:8964 10�15 �6:8681 10�9
2:1148 10�14 �1:0302 10�8
1:1413 10�13 �1:3736 10�8
6:4597 10�13 �1:7168 10�8
4:0267 10�12 �2:0617 10�8
2:8000 10�11 �2:3926 10�8
2:3846 10�10 �2:8542 10�8
8:6957 10�9 �3:1195 10�8

1CCCCCCCCCCCCCCA
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Matrice de raideur de couplage

Par di�érences �nies des forces internes, une matrice de raideur de couplage peut être
obtenue. Vu le nombre de degrés de liberté nécessaires pour obtenir une champ électrique
cohérent, le problème va être réduit à quelques éléments. Dans le cas où il n'y a que trois
éléments (deux éléments d'air et un élément solide), l'hypothèse de plan in�ni est véri�ée
et les résultats pourront être comparé avec la solution analytique. De nouveau, la matrice
de raideur de couplage électro-mécanique, n'est pas très symétrique.

La position d'équilibre

Dans le cas où une di�érence de potentiel de 10 V est appliquée entre deux plaques
d'une distance de 1�m. Avec un ressort sur tout la face supérieur de raideur par unité de
surface de 1 1010N=m3. Le problème converge vers un déplacement de �5:0273 10�8m des
noeuds de la face inférieure et le potentiel au centre tend vers une valeur de 5:2647 V ce
qui correspond à la solution analytique.

La première fréquence propre

La première pulsation propre du système soumis à une di�érence de potentiel de 10V est
de 1:331011rad=s alors qu'elle est de 1:41011rad=s sans potentiel. Les petites di�érences par
rapport à la solution analytique sont dues à l'élasticité de la plaque qui n'était pas prise
en compte dans l'étude analytique. De plus, la matrice de raideur n'étant pas calculée
précisément, cela peut être la cause d'erreur dans le calcul de fréquences propres.

Lorsque le potentiel varie pour une raideur de ressort �xé à 1010N=m, le carré de la
première pulsation de système varie comme indiqué à la �gure (5.19).
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Fig. 5.19: Diminution de la pulsation lorsque le potentiel augmente
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5.7 Conclusions

Cette étude par élément �ni du couplage électro-mécanique entraîne quelques consta-
tions. Tout d'abord, le potentiel électrique autour de la capacité est bien calculé pour les
trois dimensions. Les forces électriques sont cohérentes et le déplacement pour le problème
simpli�é est véri�é par la solution analytique. A cause du couplage électro-mécanique, des
termes non-linéaires apparaissent dans la matrice de raideur. Ces termes sont dû à la force
électrique créée par le champ électrique dans l'air et appliquée aux noeuds mécaniques à la
surface de la capacité. Le calcul analytique de cette matrice de couplage est assez di�cile
à réaliser. En e�et, il faut tenir compte de la modi�cation de la géométrie du problème.
C'est pourquoi, nous avons calculé la matrice de raideur par di�érence �nie ce qui oblige à
réduire énormément la taille du problème.

Le problème dû à cette modélisation est que le maillage reste �xe. Lorsque la capacité se
déplace de trop, les éléments d'air à proximité risquent de s'annuler. Un maillage variable
suivant la position de la plaque serait donc conseillé. Une autre possibilité plus économique
serait d'utiliser des éléments aux frontières. Ceux-ci réduisent en plus le nombre de degrés
de liberté du problème.

Références :[5],[10],[3],[9]



Conclusions

Les premiers chapitres de ce travail ont montré l'importance croissante des MEMS dans
un grand nombre de domaines d'applications, ainsi que les particularités spéci�ques de leur
fabrication et la forte interaction entre conception et fabrication. Nous avons également vu
que l'ingénieur de conception doit revoir ses façons de raisonner. Son intuition peut lui jouer
de mauvais tours par la présence de phénomènes nouveaux, non observés à l'échelle macro-
scopique. Nous avons montré par une analyse dimensionnelle, et con�rmé numériquement,
que l'hypothèse électrostatique généralement utilisée constitue une bonne approximation
pour les MEMS capacitifs.

Ce travail de �n d'études o�re un premier aperçu de la simulation par la méthode
des éléments �nis du couplage électro-mécanique apparaissant dans les problèmes à e�et
capacitif. Notre principale contribution a été d'incorporer dans le logicielOofelie le couplage
électro-mécanique, qui s'ajoute à l'e�et piézoélectrique. Ce couplage est non linéaire par
la présence de forces électriques. Six nouveaux types d'éléments �nis ont été implémentés,
servant à modéliser l'air et le couplage électro-mécanique dans le solide pour un espace à
une, deux (problème axisymétrique) et trois dimensions. De nouvelles fonctions de forme
des éléments de prismes ont aussi été implémentées. Elles ne dépendent plus de l'ordre
de numérotation des noeuds et simulent bien les symétries. Des éléments �in�nis� ont été
créés pour les éléments électriques à deux dimensions sous les hypothèses axisymétriques.
Le potentiel électrique n'est plus in�uencé par le caractère fermé du maillage. Dans tous
les cas, nous avons pu remarquer que les résultats numériques véri�aient bien les solutions
analytiques que nous avons développées dans l'hypothèse où les e�ets de bord peuvent être
négligés.

Perspectives nouvelles et développements futurs suggérés : lors de nos simula-
tions, nous avons constaté que le maillage en éléments �nis de l'air cause plusieurs problèmes
majeurs. Tout d'abord, il augmente considérablement le nombre de degrés de liberté (même
s'il n'y en a qu'un seul par maille). La convergence de l'algorithme de Newton pour obtenir
une position d'équilibre est alors ralentie. Le second problème provoqué par ce maillage
apparaît lors du déplacement des noeuds mécaniques. Le maillage d'air restant �xe, les
éléments à proximité du solide �nissent par être trop écrasés. Un maillage adaptatif de l'air
ou une modélisation à l'aide d'éléments aux frontières pourraient résoudre ces problèmes.
D'autre part, le calcul analytique de la matrice de raideur tangente apporterait aussi une
solution à la limitation en nombre de degrés de liberté due au calcul par di�érences �nies.
Un travail de cette envergure n'entre pas dans le cadre d'un travail de �n d'études, mais
pourrait faire l'objet de recherches futures.
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Annexe A

Discrétisation des équations

électrodynamiques

L'équation à discrétiser est la suivante :

�"4V + "4@V

@t
= div i

Il s'agit d'un problème elliptique avec une propagation dans le temps. Il faut donc imposer
des conditions limites sur tout le domaine spatial et des conditions initiales. Les conditions
de Dirichlet seront satisfaites sur le contour �1 et celle de Neuman sur le contour �2.

La méthode des résidus pondérés permet de véri�er l'ensemble de ces équations en
annulant la fonction suivante pour toute les formes de � possibles.

R =

Z
V

[div(i) + div(�E) + "
@

@t
(div("E))]�dV +

Z
�2

@

@t
(Dn � "E:n)�ds

Le terme véri�ant les conditions de Neuman sera dérivé par rapport au temps. Cela n'a
aucune in�uence sur l'approche de la solution et cela permet de simpli�er la formulation.

Le champ électrique peut s'exprimer en fonction du potentiel électrique. En considérant
l'égalité suivante : b div(a) = div(b a)� grad(b):a, les intégrales volumiques de l'équation
des résidus se transforment ainsi en une partie surfacique et une partie volumique.

R =

Z
V

div(i)�dV

�
Z
�1+�2

(� � gradV ):nd� +

Z
V

�gradV: grad� dV

�
Z
�1

@

@t
(� " gradV ):nd� +

Z
V

@

@t
("gradV: grad�)dV

+

Z
�2

@

@t
Dn�ds

Si ce résidus est annulé pour toutes les valeurs de �, la solution V sera exacte. Il s'agit
de la forme forte de la méthode des résidus. Pour pouvoir résoudre cette équation, le champ
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d'inconnue V sera approché par la discrétisation suivante :8><>:
bV (x; y) =X

i

�i(x; y)Vi

bE(x; y) = �
X
i

grad�i(x; y)Vi

Les fonctions de poids utilisées seront choisies égales aux fonctions de formes de la
discrétisation.

� = �j

Cette méthode s'appelle la méthode de Galerkin. Le système à résoudre est le suivant :

Rj =

Z
V

div(i)�jdV

�
X
i

(

Z
�1+�2

�j � grad�i:n d�)Vi +
X
i

(

Z
V

�grad�i: grad�j dV )Vi

�
X
i

(

Z
�1

�j " grad�i:n d�)
@Vi
@t

+
X
i

(

Z
V

"grad�i: grad�jdV )
@Vi
@t

+

Z
�2

@Dn

@t
�jds



Annexe B

Dérivée des fonctions de forme des

prismes

Ces fonctions de forme doivent être dérivées par rapport au variable spatiale x, y et z.
Soit un champ w approximé par la relation :

w =
X
i

wiNi

Sa dérivée spatiale est :8>>>>>>><>>>>>>>:
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Ces relations peuvent s'écrire sous forme matricielle :
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La transposée de ce système est :
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Ce système peut s'écrire sous la forme :0BBB@
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Pour obtenir les dérivées des variables �i par rapport à x, il su�t de résoudre ana-

lytiquement le système précédent à l'aide d'un logiciel comme MAPLE. Les dérivées des
variables dans l'espace de référence par rapport aux coordonnées réelles sont ainsi obtenue.
Le déterminant de cette transformation se calcule en prenant de déterminant de la matrice
carré du membre de gauche.
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